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9 Einfiihrung in die Funktionentheorie

9.1 komplexe Kurvenintegrale

Wir méchten ein Integral definieren, sodass fiir ein F mit F' = f gilt
b
/ f(2)dz = F(b) — Fa)
a

Definition: ,,komplexes Kurvenintegral
Ist ¢ ein stiickweiser C'-Weg, dann definieren wir das Integral als:

1
/f(Z)dZ:=/ fle@®)c' ()t
c 0

In unserer obigen Forderung sind dann a = ¢(0) und b = ¢(1) und es wird die Wegunabhén-
gigkeit dieses Integrals gefordert. Zunichst folgen die Eigenschaften dieses Integrals sofort aus
dem Bekannten:

Lemma: Eigenschaften des Kurvenintegrals
Lineariét:

/af(z) + bg(z)dz = a /f(z)dz +b /g(z)dz
Additivitdt, mit ¢; (1) = ¢,(0)

f(z)dz=/f(z)dz+/f(z)dz

cl*Cy

Anderung der Durchlaufrichtung, mit c'l(t) =c(l-1

/ f(z)dz=—/f(z)dz

Standardabschitzung

f(2)dz < (c(1) — c(0)) sup f(2)

imc

9.2 der Cauchysche Integralsatz

Satz:
Sei G ein Sterngebiet und f holomorph in G. Dann verschwindet das Integral iiber jeden ge-
schlossenen C!'-Weg in G von f.
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Satz:
Sei G C C ein Gebiet und f € C(G). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f besitzt in G eine Stammfunktion F.

2. Das Integral von f iiber jeden geschlossenen, stiickweise C'-Weg in G verschwindet.

Lemma:
Das Integral einer holomorphen Funktion iiber einem Dreiecksweg verschwindet.

Beispiel: Die Frenelschen Integrale

o0 o0
/ cos tzdt, / sin 2 dt
0 0

Satz:
Fiir alle ¢ € R mit |a| < 1 gilt

/ooe—(1+m)2t2dt _ll-ia Vr
0

T 21+4a?

Folgerung Uber Real- und Imaginirteil erhilt man dann die Frenelschen Integrale.

Lemma:
Sei G ein Gebiet, z € G, E(c) C G und By(z) C B,(c).Ist f: G~ {z} — C holomorph, so gilt

AR
9B, (c) 0B;(2)

Satz: Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben
Sei f holomorph im Gebiet G, B: = B,(c), r > 0 und B C G, dann gilt

2) if Q) 4
0

=27Z'l BC—Z

Folgerung: Mittelpunktgleichung

1 2 f(c_i_reiw)riei(p 1 27 )
=5 ——dp=— + re'®)d
1©) 27i o c+re? —c *= 0 fletreP)de

Folgerung: Mittelpunktungleichung
LAl < |flap = sup [f(2)]
z€EOB
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9 Korollar: von Landau
Fiir alle z € B gilt:

I/ <1fls

10 Satz: Entwicklungssatz

Sei f holomorph in einem Gebiet G und B,(z,) die grofftmogliche Kreisscheibe um ein z, in
G. Dannist f in By(z) in eine Potenzreihe entwickelbar, das heif3t analytisch.

11 Korollar: Erweiterte Cauchysche Integralformel
Jede in G holomorphe Funktion f ist dort auch analytisch und es gilt:

W f©
o= 75 -

12 Definition: ,,Fortsetzbarkeit*

Sei G ein Gebiet, A C G abgeschlossen und f: G~ A — C holomorph. Dann heifit f nach
A holomorph (bzw. stetig) fortsetzbar, wenn es ein holomorphes (bzw. stetiges) f: G — C gibt

sodass flG\A = f.

13 Definition: ,,Diskretheit*
Eine Menge heif3t diskret, wenn sie nur aus isolierten Punkten besteht.

14 Satz: Riemannscher Fortsetzungssatz

Sei A C G diskret und abgeschlossen sowie f: G~ A — C holomorph. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. f ist nach A holomorph fortsetzbar.
2. f ist nach A stetig fortsetzbar.
3. Fiir jeden Punkt a € A gibt es eine Umgebung auf der f beschrénkt ist.

4. Fiir jedesa € A giltlim,_,,(z —a)f(z) =

9.3 Anwendung / Beispiele
15 Satz: Fundamentalsatz der Algebra
Jedes nicht-konstante Polynom P € C [Z] besitzt eine Nullstelle.

Beweis (9.15) Annahme P besitzt kein Nullstelle. Dann ist % holomorph und es gibt ein g > 0
mit Vz € C:|P| > q. Also ist % beschrinkt und somit konstant. Damit ist auch P konstant im
Widerspruch zur Voraussetzung. Somit muss P eine Nullstelle besitzen. O
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16 Satz: Die Cauchy-Abschiitzungen fiir die Koeffizienten einer Potenzreihe
Ist f holomorph in G und Bg(zy) C G fir zy € G, f(zog+ h) = ijo aj(zo)hj, a;(zg) -

) . I .
#, |h| < R und gilt suplg_z()llef(C)l =: M, so gilt die Abschiitzung |a;(z()| < %.
Beweis (9.16) Nach der Integralformel gilt:

(0))

aj(zo) = T

1. d 1 f(©)

= ()l / dg
J: dZ 27[1 aBR(Z()) C— Z

L[ S0
271 Jopp(zg) (& = 2VF

also
1 M M
la;(zp)| = gzﬂRRJ’“ = ED

17 Satz: Satz von Liouville
Eine auf ganz C holomorphe und beschrinkte Funktion ist konstant.

Beweis (9.17) Mit der obigen Abschitzung

9.4 Diskussion des Entwicklungssatzes
f holomorph in G, Bg(z,) C eqG, zy € G
1. f1, f, holomorph in G = Potenzreihen addieren sich.
2. fi - f, ist absolut konvergent
18 Bemerkung: iiber Reihenprodukte, N.H. Abel

Sei X s0a; = A Yisobk =B 2is0¢ = C wobeic, =¥, . a; - by das Cauchy-
Produkt ist. Dann ist AB = C

Beweis (9.18) Die Potenzreihe ) a; z/, ¥ b, z* haben den Konvergenzradius groBer gleich 1.
Also sind f, g holomorph in |z| < 1 und stetig in z = 1 (Satz von Abel).

9.4.1 Bestimmung des Konvergenzradius

Betrachte f(z):= _Z; ist holomorph fiir e® # 1 und fir z = 0. f ist holomorph fiir |z| < 27z

also ist dort die Potenzreihe konvergent. Aber nicht fiir ein R > 2z, wegen Holomorphie. = =
Y50 27 (B))ez, C X die Bernoulli-Zahlen.
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Anwendung: Berechne die Potenzsummen S(n, k): = Z;’: ] jk ,S(n, 1) = MTH)
Betrachte dabei

(e o]

S(n, k
1+ew+e2w+---+e”w=2£wk
k!
k=0
nw __
il U ST G
e —1
iS(n—l,k)wk_e”w—l_ w " —1
= k! e —1 ew—1 w
_ 2 ﬁwj 2 nlw'=!
et | I
j=0 >1

_ B ,_ I-1,,1
:wajz(rhiv)!

J
|
AR~

19 Korollar:

Seien f,g holomorph in C ohne gemeinsame Nullstellen in C* und mit inf{|z|: z € g_l(O) N

C*} = ¢ > 0 Ferner sei: lim
Konvergenzradius c.

pics
z—0 2(2)

Beweis (9.19)

g

setzungssatz, also ist der Konvergenzradius groBer gleich c¢. Aber lim__, _ | é(z)| = 00

f@):=Y 5001z = 2z), |2 = 2| <G

Beispiele

= d € C. Dann hat die Potenzreihe von g um 0 den

/ ist holomorph in 0 < |z| < ¢, aber auch in 0 nach dem Riemannschen Fort-

1. f(z)= ﬁ ist holomorph in C \ 1 also ist der Konvergenzradius der Potenzreihe von f um

zo # 1 gleich |z, — 1].

2. f(2)= ijo z/* (Liickenreihe)

Wir nennen f iiber |z| < 1 hinaus analytisch fortsetzbar, wenn es z,, gibt mit |zy| = 1 und g
holomorph in einer Kreisscheibe B,(z), € > 0, und f|B,(zy) N B;(0) = g|B.(z) N B{(0).

f ist iiber keinen Punkt von B(0) hinaus fortsetzbar. Denn setze z = re2”§, 0<r<li1=
. P . P _ . . g—l
fiir n > g gilt 2" = r"e*™ 7 = 1 das heiBt f(re*"7) = ijé P+ 2isn ' —— c0. Man

sagt der Einheitskreis ist die natiirliche Grenze fiir f.

. Kreiskettenverfahren
Sei f(z) = X504;2's Ry=1(zB. 1)
e 1. Schritt

Entwicklung in z;: 20 9; (z))N(z—-z 1)j. Der Konvergenzradius ist allgemein unklar.
Wir wissen nur, dass R, > 1 — |z;|. Wenn wir Gliick haben, finden wir G D {0, 2}

Prof. Briining Bodo Graumann
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und eine in G’ holomorphe Funktion g mit g| 8,0 =/ Dann heifit g die holomorphe
Fortsetzung von f lidngs c;. Allerdings kann g von c; abhingen.

Beispiel: Fiir x € R, |x| < 1 gilt In(1 + x) = 2121 ('lj)jflxj. UndinClnw = In|w| +
jargw, —r < argw < w.

Solche Funktionen konnen holomorph fortgesetzt werden, auf ihre ,,Riemannsche Flache*
= 2 dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R*, die auBerdem ,.komplex* ist.

20 Satz: Hadamards Liickensatz
f(z) = ijo z% mit (4;) € Neine Folge so, dass 4;,| —4; = ¢4, ¢ > Ofiiralle j € Z,. Dann
hat f den Einheitskreis als natiirliche Grenze.

21 Satz: Entwicklungssatz
Ist f holomorph in G, z, € G, so besitzt f einen konvergente Potenzreihe in z, mit dem
Konvergenzradius R > d(z,,0G),

@)
fzg+h) =Y f.—(,z‘))hf

Jj20

|hl < R,

9.5 Die fundamentalen Eigenschaften holomorpher Funktionen

22 Satz: Hauptsatz
Essei G C Cein Gebietund f: G — C stetig, dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent.

1. f istin G holomorph, d.h. in jedem Punkt von G komplex differenzierbar.
2. Fiir jedes Dreieck A: = A(z, z;, z,) C G gilt /aA dz=0.
3. fistin G integrabel, d.h. 3F: G — C holomorph mit F’ = f in G.

2zi

4. Fiir jedes z € G und B,(2) C G ist f(2) = 5 [; ) £5dC

5. f ist in jedem Punkt z € G in einer konvergente Potenzreihe entwickelbar mit Konver-
genzradius R, > d(z,0G) > 0

e Riemann konzentrierte sich auf Holomorphie
e Cauchy ist natiirlich fiir seine Integralformel bekannt

e Weierstrass benutzte vor allem konvergente Reihen

23 Satz: Identititssatz
Es sei G C C ein Gebiet und f, g: G — C holomorph. Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent.

1. :=f—-g=0inG.

Prof. Briining Bodo Graumann
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2. h~Y(0) besitzt einen Hiufungspunkt in G

3. Es gibt zy € G mit A¥(zy) =0,k € Z,,

Beweis (9.23)
1) = 2) trivial
2) = 3) Essei w € G ein Haufungspunkt von A~!(0). Annahme: A*(0) # 0 fiir ein k € Z +

oBdA sei k minimal = h(c+w) = ¥, 0w = wk ¥ 0@ 1] = k(11O 10w))

Fir |w| < R, = h~'(0)n B r (¢) = cist ein Widerspruch.

3) = 1) Nach dem Entwicklungssatz gilt h(z) = O fiir z € B,(c) C G fireinc € G,z > 0
=>h'(0)# @

Wir ersetzen A~ (0) durch H: = {z e G, hM(z) = OVk € Z+} c h™'(0) a) H ist offen in
G b) H ist abgeschlossen in G: ist (z,) C H, z, = zin G = lim,_, h(k)(zn) = h"(z)
=>z€H.

Dies ist ein Widerspruch, denn G ist wegzusammenhéangend.

9.5.1 Folgerung

Ist f holomorph, nicht konstant in G, a € C = f _l(a) ist diskret und abgeschlossen in G,
insbesondere ist f 'l(a) N K endlich fiir K C G kompakt.

9.5.2 Folgerung

Ist I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion, dann gibt es hochstens eine holomorphe
Funktion F auf G D I, die f fortsetzt, d.h. F|; = f

9.5.3 Folgerung

Ist f holomorph in C mit kompaktem Trédger, dann ist f = 0.

24 Definition: ,,Menge aller holomorphen Funktionen*
O(G) ist die Menge der auf dem Gebiet G holomorphen Funktionen.

Beispiel Betrachte f(z) =sinZ4 in G = C~{1}. Dannist f(z;) =0 & Zj} =kroz+1=

kr—1 |k|—>o0

kr(zp—1) @ kn+ 1=z (kr—1) &z, = k=1 ——

9.5.4 Eine Verschirfung der Cauchy-Abschiitzung

Sei f € O(Bg(20)), f(zg+ 1) = X500, a5 = 4 F9(zy).

fzog+h) = ijo ajrjeij’, h=re",0<r< R, te€[0,2x]

Prof. Briining Bodo Graumann
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25 Satz: Satz von Gutzmer
Unter den obigen Voraussetzungen gilt

1 2 X X
E/o | f(z + re)|?dt = Zlajlzrzf

20

Beweis (9.25)

L[ - L[ e
o | f(zg + re)Pdt = — / f(zy +re) Z a;r e dt
27 Jo 2z Jo =
2” . .o

f(ZO + re”)e_”tdt

~.

L
2717 0

2
L [T Z arke’ I gy
J 2 0

k>0

_\N'=—.j ke _ 2 2j
= a;r Zakr 6kj—2|aj| rv[]

=0 k>0 20

26 Satz: Maximumprinzip
Sei f € O(G) und | f| besitze in z; € G ein lokales Maximum um z, dann ist f(z) = f(z,)
in G.

Beweis (9.26) Sei z, € G ein lokales Maximum von | f| in B,(zy) C G.DanngiltfirO < r < ¢

4 1 [?~ .
Dla;lPr = — [ | f(zg + re")2dt = |ay|?
2r 0

Jj20
L (g 22 =
> Zlﬁf ()% =0
jz1
Damit folgt die Behauptung mit dem Identitétssatz. ]

9.5.5 Die Konvergenzsiitze von Weierstral}
(f,) € O(G) sei eine punktweise konvergente Folge.
27 Definition: ,,Jokal gleichmiiBige Konvergenz‘

(f,) heiB3t lokal gleichmifig konvergent < zu jedem z € G existiert eine e-Umgebung, so
dass (f,,) in dieser Umgebung gleichmifBig konvergiert.

Prof. Briining Bodo Graumann
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28 Definition: ,,kompakte Konvergenz

(f,) heiit kompakt konvergent < zu jedem Kompaktum K C G existiert ein offenes Uy,
K c Uk c G, sodass (f,) in U, gleichméBig konvergiert.

Offensichtlich bedeuten diese beiden Begriffe das selbe.

29 Satz: Satz von Weierstral3

Es sei (f,,) C O(G) in G kompakt konvergent gegen f. Dann ist f holomorph und fiir jedes
k € Z, konvergiert ( f,(,k)) kompakt gegen f .

Beweis (9.29) Es sei z, € G beliebig und B,,(z) C G fiir ein € > 0. Dann gilt fiir z € B,(z)

fol2) = = / a4

2z 0B,,(zy) C— Z

Wegen gleichméBiger Konvergenz fiir € hinreichend klein, ist

- LH© 1 /O
- 7 40= > 4
f(Z) 2r nggo /aBzg(Zo) {—z C 27 0B,,(z9) -z C
Analog folgt
W, . Kkl _S©
n (Z) = 27 /0325(20) (C_ z)k+l dC
ek _ k! SO e g0
= nlglgo fn = i /6326(20) ¢ - z)k+1 d¢ f (Z)

30 Satz: Doppelreihensatz von Weierstrafl
Sei ). >0 fj in G kompakt konvergent und es sei

fiz+h) =) ayht

k>0
fiir z; + h € G, |h| < €. Dann besitzt f die Potenzreihenentwicklung
fe =3 Y apt = Y (za,k) "
720 k>0 k>0 \ j=0

31 Definition: ,,gleichgradige Stetigkeit*
A C C(X) heiflit gleichgradig stetig, wenn Vx € X, e >0 36 =06(x,e)sodassVfe A,y €
Xix—yl[<é=>[f(x)- fW)| <e.

Prof. Briining Bodo Graumann
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32 Satz: Satz von Arzela-Ascoli

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und A C C(X) beschridnkt. Wenn A gleichgradig
stetig ist, dann ist A in C(X) prikompakt.

33 Satz: Satz von Montel
Sei (f,) € O(G) in G lokal beschrinkt. Dann besitzt (f,,) eine in G kompakt konvergente
Teilfolge.

Beweis (9.33)

1. (f,) ist in der kompakten Menge K C Fk C G beschriankt. Wir wollen den Satz von
Arzela-Ascoli benutzen, um eine in Fk gleichmiBig konvergente Teilfolge zu konstruieren.
Dazu geniigt es zu zeigen, dass (f,,) in U_K gleichgradig stetig ist. Wihle £, = £((z,) mit
By, (z9) C G, dann gilt fiir £, € B, (z).

— =1 1 _ 1 _ Z9—Z d¢ _
fn(z()) fn(zl) ~ 27 fasto(zo) fn(é.:) <C__Zo C__Zl> dC— % /33250(20) (g_zo)(é'_zl) |fn(z())

[.(zD) £z — 74 |2£0M662 = Egﬂ |zg — z;| Damit haben wir die gleichmifige Stetigkeit

mit einer speziellen Teilfolge fiir jedes Kompaktum.

2. Wir konstruieren eine monotone Folge (K,), n € N von kompakten Teilmengen von G
mit | J K,, = G (kompakte Ausschopfung), z.B. K, = {z € G:|z| < n,d(z,0G)} > % Zu
jedem m € N konstruieren wir auf K, eine gleichmiBig konvergente Teilfolge (f,, ), so
dass (f},+1,,) Teilfolge von (f,, ,). Denn setzen wir g,:= f, , und erhalten eine kompakt
konvergente Teilfolge. O

34 Satz: Satz von Stone-Weierstrafl
Sei (X, d) sei ein kompakter metrischer Raum und C(X) = C(X, C) der metrische Raum mit
d(f, g) = sup,cx|f(x) — g(x)|. Es sei A C C(X) eine *-Algebra iiber C mit Eins, die die Punkte
von X trennt, dann ist .4 dicht in C(X). Genauer:

1. f,ge A,a,peC>af+pge A
f-geA

2. 1y€eA

3. fEA>feA

4. x1,x, E X, x1 #x, = 3f € A: f(x)) # f(x,)

Folgerung aus dem Satz von Montel Es sei (f,,) C O(G) lokal beschréinkt. Dann sind fiir ein
f € O(G) die folgenden Bedingungen dquivalent

1. (f,) konvergiert kompakt gegen f.

2. Jede kompakt konvergente Teilfolge von ( f,) konvergiert gegen f.

Prof. Briining Bodo Graumann
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Beweis (Folgerung)
(1) => (2) ist trivial

(2) => (1) Essei zy € G. Esist zu zeigen, dass lim,,_,  (z) = f(z(). Wire das nicht der Fall, so gébe
es £y > 0 und eine Teilfolge fnj () mit | fnj — f(z)] = €. ( f,,j) C O(G) erfiillt dieselben
Voraussetzungen wie (f,,), kann aber keine kompakt konvergente Teilfolgen besitzen. Dies
steht im Widerspruch zum Satz von Montel. Also gilt (f,,)(z) = f(z) firalle z € G.

Seinun zy € G, By, (z9) C G. Es ist zu zeigen dass (f,) in B, (z,) gleichmiBig konver-
giert. Nach der Cauchyschen Integralformel ist fir z € B, (z)

7= £ = I b ) S
s MRS
7€) J 0By, (z9)
> 21 Ilf = f,ll nach dem Satz von Lebesgue
TE

35 Satz: Satz von Vitali
Fiir eine lokal beschrinkte Folge (f,) C O(G) sind die folgenden Bedingungen dquivalent

1. (f,) konvergiert kompakt gegen f € O(G)
2. 3zp€ G VkeN:lim, . fF(z) = fP(zy)

3. Die Menge {z € G:lim,_ f,(2) = f(z)} besitzt einen Haufungspunkt in G

Beweis (9.35)

(1) => (2) Gilt nach dem Satz von Weierstralf3.

(2) => (3) Betrachte B,, (zy) C G und fiir f, die Potenzreihe um z, mit Konvergenzradius R > 2&,.

Sei |A| < &,
(z)
fo(zo+ h) = ,; Thf
(J) ) )
(Zo) - f (z o) f (Zo)
= Z < > + Z Thl
j=>0 j=0

Nach Cauchy gilt die Abschétzung

( ( ) | <

= J! (2¢0)/
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Dann konnen wir abschitzen mit € > 0

I (”(z>—f<f><zo>)hf|

j>N—N(£)
JZN' Geg 0
N

fiir N > N(2) und alle n. Fiir n > n(e) ist

N
Z _lf(J)(Z()) f(])(zo)l <& Z 1 _

—0 j>0

(3) => (1) Nach der Folgerung zum Satz von Montel geniigt es zu zeigen, dass die Grenzwerte aller
kompakt konvergenten Teilfolgen iibereinstimmen. Nach Voraussetzung stimmen sei auf
M {iberein, also nach dem Identititssatz tiberall. N
9.5.6 Singularititen am Rande des KonvergenzKkreises
Sei f(z) = ), 204 JzJ mit Konvergenzradius 1, dann hat f eine Singularitit fiir |z| = 1. Wir

sagen: B,(0) ist das Holomorphiegebiet von f wenn 0B, (0) die natiirliche Grenze ist.

Problem Was sagt die Folge (a;) iiber die Singularitéten auf dem Rand des Konvergenzkreises
aus?
spezielle Antworten

1. fz)=) 217 hat das Holomorphiegebiet B, (0).

2. Liickensatz von Fabry: f(z) = } ;. a;z" mit Konvergenzradius 1 und lim; L=

L
Jj— 0 j

3. Satz von Fatou-Hurwitz-Pdlya: Sei e; = =1 und f,(2):= ¥ ;50 €; Jz mit Konvergenzra-
dius 1. Dann hat { f,: HG(f,) = B,(0)} die Kardinalitit von R.

36 Satz: Satz von Runge
Es sei K C C kompakt so, dass C \ K wegzusammenhingend ist. Dann gibt es zu f € O(K)
eine Folge (p;) C C[z], die auf K gleichmiBig gegen f konvergiert.

Folgerung Es gibt eine Folge (p,) € C[z] mit lim,,_,  p,(0) = 1,1im,_,  p,(z) =0,z € C*
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9.6 Meromorphe Funktionen und der Residuenkalkiil
Wir betrachten folgende Situation:

37 Definition: ,,isolierte Singularitéit*

Es sei G ein Gebiet, f € O(G), z, ein isolierter Punkt von G°. Dann heilit z; eine isolierte
Singularitét von f.

1. Fall f istin B,(z,) beschrinkt = f istin z, holomorph fortsetzbar durch

flzo) = iyé 1© 4

27i JoB.(zp) € — %o

2. Fall f istin B,(z,) unbeschrinkt.

Beispiele
rationale Funktionen f(z)= % also betrachten wir G = C ~ g~1(0)

Sei z, € q_l(O) eine Nullstelle von g von der Ordnung » € N und sei € > 0 so
gewihlt, dass B,(zq) N g '(0) = {zO}. Dann ist ¢(z) = (z — z,)"§(z). Wir schreiben
p(z) = (z — zy)" p(z). Dann ist

—mP(2) _
f(z) = (z = zp)" m% =:(z — 20)""g(2), § € O(B.(2))
Fiir m > n sind wir im Fall 1. Also muss fiir Fall 2 m < n gelten und lim__, Z | f(2)| =

o0, f(z) = &)

(z—zp)—m"

ni—=

f(z) = ez Esist

e% = %z‘j
=0
Wir setzen w: = % fiir z € B1(0) gilt w € C ~ B1(0).
Sei a € C*, wir wollen die Gleichung ¢ = a 16sen. Dann muss gelten

|a| — eRew

< Rew =In|q|
Imw;, =arga+2xk,k € Z
w;, =1In|a| +i(arga + 27k)

lw,|*> = (In|a|)* + (arg a + 27k)* > 47°(|k| = 1)* = o

38 Satz: Hilfssatz

In jeder (beliebig kleinen) punktierten Umgebung von 0 kommt die Funktion et jeder kom-
plexen Zahl (einschlieBlich co) beliebig nah.
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39 Satz: Satz von Casorati-Weierstrafi

Es sei f € O(G) und z, eine isolierte Singularitit von f. Ferner sei f in B,(zy) C G fiir ein
€ > 0 unbeschrinkt. Dann gilt folgende Alternative:

1. f kommt in jeder punktierten Umgebung von z; jedem Wert in C U {co} beliebig nahe

2. Esgibt 0 < &; < eund h € O(B, (z)) so, dass f(z) = ﬁ firz € Bél(zo)
Beweis (9.39) Wir miissen noch zeigen =(1) = (2).

Bezeichne C = CU {0}

(1) bedeutet, fiir alle a € C, {, 6 > 0 existiert ein z € Bé(zo) mit

|f(z) —al <¢ fallsa € C
> 2 falls a = oo
Wenn dies falsch ist, dann gibtes ay € C, {, 6 > 0,sodass fiir 0 < |z—z,| < 6 gilt | f(z)—al| > §,
Dann ist g(z) = m beschréankt in Bﬁo(zo), also holomorph und es gilt: f(z) = ay + ﬁ =
%. Weil f unbeschrinkt ist, muss g in z, eine Nullstelle haben, also ist ay|g(z)| < 1 in
Bgl (z9) und h(z) = % ist dort holomorph, f(z) = ﬁ n
Folgerung

1. Sei f € O(G) und z, eine isolierte Singularitit von f. Dann gilt genau einer der folgen-
den Fille: lim X (z) = f(zg) € C & f ist in einer punktierten Umgebung von z,
beschrénkt.

Z—2Z

2. lim__,; f(z) =c0 & lim,_, |f(z)| = o0
3. f kommt in jeder punktierten Umgebung von z, jedem Wert in C beliebig nah.

40 Definition: ,,Pol, wesentliche Singularitiit einer Funktion‘
f € O(G) habe in z eine isolierte nicht hebbare Singularitit. Gilt der Fall 2, so ist f von der
Form f(z) = (Zh@))k, fireink € N,0 < |z — zy| < &, h € O(B,(2y)), h(zy) # 0. Dann heiBt z,

2z,
ein Pol oder eine Polstelle von f von der Ordnung k. Gilt der Fall 3, so heilt z,, eine wesentliche

Singularitét von f.

41 Definition: ,,Meromorphie‘
Sei G ein Gebiet, P C G eine diskrete Menge und f € O(G \ P). f heiit meromorph in
G, Gesamtheit M(G), wenn alle z, € P hochstens Polstellen sind (also keine wesentlichen
Singularititen). Insbesondere ist somit O(G) C M(G).

Frage Gibt es zu isolierten Singularititen auch Potenzreihenentwicklungen?
Wir betrachten dazu einen offenen Kreisring mit den Radien s < r um die isolierte Singularitét.
Indem wir den Kreisring in Viertel teilen, erhalten wir den folgenden Satz:
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42 Satz: Cauchys Integralformel fiir Kreisringe
Sei0<s<s' <r <s<oound f € O(B,,(z)). Dann gilt

f(z) = iyg ) 4

2mi 0B,1,1(2) C —Z

1 f(© jé J(©)
-1 dc - d
2 <7§B,,(zo) {—-z : OBy (z0) 6~ 2 C)

1 f© f©
= — d¢ + d
27i <éBﬂ(Zo) &1 - %) g 0By (zy) 2(1 — %) C>

_iyad O, 1 e ¢
T 27 2 ijé e+ 5 DE jégs,(zo)C Jode

i—1
j>0 B,/ (z¢) < k>0

43 Satz: Die Laurent-Entwicklung
Es sei f € O(B, ()(z), 0 < s < r < co0. Dann ist fiir z € B, ((zy) (dem offenen Kreisring mit
den Radien r und s)

fz) = = / A

- 2ri 0B, ,(z0) {-z
+00 1

— _ J - _ —j—ld
j;@ (2= 2) 5~ /a R A

fiir jedes p € (s, 1).

-1

@ =+ X |4z =2) = freg(D) + fring(2)

20 j=w

wobei f,,, € O(B,(zy)) und f;,, € O(C~ By(z))).

ing

44 Satz: 9.60
Essei f € O(g~ {zo}), dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent

1. f hatin z; einen Pol positiver Ordnung
2. Es gibt e > 0 mit B,(zy) C G und h € O(B,(z)), so dass f|B,(z,) = %lBg(zo)

3. Es gibt g € O(B,(zy)), so dass f(z) = 22 neN, z € B,(z,)

(z—zp)"’

4. Es gibt M > 0, so dass fiir z € B,(z)

Mz =z < 1f(2)] < M|z = zo|™
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45 Definition: ,,Indexfunktion‘

Es sei ¢: [0, 1] — C ein geschlossener stiickweiser C'-Weg. Fiir z € C ~ im ¢ ist dann

. 1 d
ind-(z): = i g—gz

die ,,Windungszahl* von ¢ beziiglich z.
46 Satz: Eigenschaften von ind,
I. ind,:C~imec - Z
2. ind, ist stetigin C ~imc

3. Sind ¢; und ¢, geschlossene, stiickweise C !_Wege mit demselben Anfangspunkt, so ist

ind, ,., =ind, +ind, .

Beweis (9.46)

1. Hilfssatz: Es sei f € O(G) und f(z) # O fiir alle z € G. Ferner sei d: [0, 1] = G ein Weg.
Dann gilt

ofa Tr@ar _ Je(D))
f(c(0))

Wenden wir dies nun auf

2rind (D) — o L L
_ ey
f(c(0))

© 2riind, (z) = 27ik

2.
. . 1 d¢
ind.(z,) —ind.(z )=—,/—(z - 2Z,)
ze C~ime,zy, € Bs(z)) cCrime
d(zy,imc) = 6; = 6,(z))
. O .. g
d(z,,imc) > 06— 06 > Efuré < >
L 2
= |ind.(z;) —ind, (z,)| < 5ﬁ 2 < gfiirs < 6(g)
2 \ 6,
3. trivial
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47 Definition: ,,Das AuBere und Innere einer Kurve*

Extc:= (indc)_1 (0) ist das AuBere von ¢
Intc:= {z € C~imc:ind, (z) # O} ist das Innere von c.

Bemerkung Dann sind Int ¢ und Ext ¢ offen und C = ExtcUIntcUimec

48 Satz: Der allgemeine Integralsatz

Essei G C C ein Gebiet, ¢ ein geschlossener stiickweise C'-Weg in G. Dann sind die folgenden
Bedingungen dquivalent

1. Fiir alle f € O(G) gilt
/ f©df =0

2. IntcC G
3. Firalle f € O(G) und z € G~ imc gilt

ind, (/) = 5 | L2

e

Beweis (9.48) 1) = 2)
Die Behauptung folgt, wenn Extc > C~G.Seinunz ¢ G =G> (-2 e Cist
holomorph in G, also

0= / ISP ind,(z)
c C_Z

2)=>3)
Wir schreiben die Integralformel in der Form

0= L/%d( =:h(z),z & imc

C Qi

C~((imc)UlIntc) = Extc

Wir betrachten jetzt die Funktion

1[50
g(Z)_ZniZC—zdg’zeEXtc

dort gilt

lim g(z) =0 = lim h(z)
Z—> 0 Z—>00
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Nun ist 2 holomorph in G \ im ¢, aber auch in im ¢, denn fiir z € im ¢ ist

f© - f2) TG -
) YE e e (S
€=z =0 )
Das heif3t 4 ist stetig in G und damit nach Riemann holomorph. Also ist 2 holomorph in Ext ¢ U
G = C. = h = 0 nach dem Satz von Liouville.
Besseres Argument: Es geniigt zu zeigen, dass der Integrand von 4 stetig ist in G X G. Das

ist klar in allen Punkten (¢, z) mit { # z. Zu zeigen: h ist stetig in (z,, zg), 25 € G. Sei also
I = zol, 1z = zg| <o mit B; CG =

O = a;C—z), (&)=Y aj(z = z)

Jj=0 j>0
J© = f(2) =0+ a;({—zp) —a;(z—zp) + Z (C— zo) —(z - Zo)J)
i>2
=aq(¢-2+ ) aC-2) D (-z9z—z)
>2 k+i=j—1
LOZSE iz < 3 jaylir! < o
g_ j=>2
3H)=>1)
Wihle dazu z € G ~ im ¢ und setze g({): = ({ — z2) f({) = g € O(G). Nach (3) folgt
0= [ Ea - / o

49 Definition: ,,Nullhomologie*

Ein Weg mit den eben benannten dquivalenten Eigenschaften heifit nullhomolog.

Beispiele

1. S! ist nicht nullhomolog in C*, denn / 51 % # 0 Der Index der inneren Punkte ist 1 oder
—1 je nach Umlaufsinn

2. Nimmt man zwei sich beriihrende Kreise, kann man wieder indem man den Umlaufsinn
variiert, die Indizes fiir die beiden nicht zusammenhéngenden Gebiete die das Innere er-
geben, den Index 1 oder —1 erhalten.

50 Definition: ,,einfach geschlossene Wege*

Ein geschlossener stiickweiser C! Weg in G, mit nicht-leerem Inneren heiBt einfach geschlos-
sen, wenn gilt

Vze€lIntc:iind, z=1
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Erweiterung der Indexfunktion fiir stetige Wege Es gilt fiir jede Zerlegung 0 = 7, < #; <
e <ty =1 mit

le(tip1) — e < le(t) — z|
Dann folgt fiir z ¢ imc

N-1

a¢ ct)—z L.
/CC_Z—IHHm.—IHdC(Z)

i=1

als topologische Definition der Windungszahl mit den selber Eigenschaften wie die bekannte
Indexfunktion.

51 Satz: Jordanscher Kurvensatz
Es sei ¢ ein injektiver, geschlossener, stiickweise C'-Weg in C. Dann sind Ext ¢ und Int ¢
zusammenhéngend und C \ im ¢ = Ext ¢ U Int c. Ext c ist unbeschrinkt. Int c ist beschridnkt und
homdomorph zu BGI:(O).

Bemerkung Jeder geschlossene Weg c in G ist nullhomolog genau dann, wenn 7 (G, z,) fiir
zg € G trivial ist. Das bedeutet insbesondere dass jeder geschlossene Weg in G stetig auf einen
Punkt zusammenziehbar ist.

52 Definition: ,,Residuum*
Es sei f € O(B.(z,)) und

+00

=) ajz—zp)

j=—co

+0o0
= 2 L / FOE = zoY T dl(z — zyY  Firalle p € (0,¢)
= 27i 0B, (z)

Dann definieren wir

Res; f(zo):=a_i(f,zp), k € Z,
Res f(zy): = Res; f(zg)

= Res f(zg) = Zim / AOde
0B, (z()

53 Satz: Residuensatz

Es sei G ein Gebiet, c ein geschlossener nullhomologer Weg in G, A C G eine endliche Menge
und f € O(G \ A). Dann gilt

/ f(Q)d¢ =) 2miRes f(a)ind, z

ZEA
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Beweis (9.53) Zu z € A bestimmen wir die Laurent-Entwicklung mit der Zerlegung

f= freg,z + fsing,a

Betrachten wir

f_ 2 fsing,z € O(G)

zEA

Also folgt

/ QAE =Y [ Fing (AL

ZEAYC

Wir schreiben

fangz©) = ai (L E =™ + Y ai(f,2)(E - aY

Jjs=2
Der zweite Summand besitzt jedoch eine Stammfunktion, und somit folgt

d¢
/Cfsing,z(C)dC =a_;(f, Z)/CC—Z
= 2ziRes f(z)ind, z ]

9.7 Berechnungsregeln des Residuums

54 Lemma: Hilfssatz
Sei f € OG ~ {zo}), zy € G ein Pol erster Ordnung von f. Dann ist Res f(z,) = a die
eindeutig bestimmte Zahl a € C mit f(z) — a(z — zo)_1 =: h(z) und h € O(B,(zyp)).

Folgerung Secien f,g € O(G~ {z,}),a,b € C. Dann gilt
Res(af + bg)(zy) = aRes f(zy) + bRes g(z)
Der Beweis kann iiber die Linearitit des Integrals gefiihrt werden.

55 Regel: Regel (Beobachtung)
Sei z, € G ein einfacher Pol von f € O(G ~ {z,}, so gilt

Res f(zy) = lim (z = 29)(2)
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Beweis (9.55) Nach dem Hilfssatz gilt
f(z)=a(z—- zo)_1 + h(z) ,h € O(B,.(zp)), z € B.(z()

lim (z — zp) f(z) = a; + lim (z — zp)h(z) =0
z—2 z—2z

56 Lemma:
Sei zy € G, g, h € O(G) mit g(z) # 0, h(z,) =0, h'(z,) # 0. Dann hat f:= % einen einfachen

Pol bei z;, und es gilt Res f(z,) = ;f,((zg)).
0

Beweis (9.56) A ist holomorph und lésst sich in eine Potenzreihe entwickeln
h(z) =0+ h'(zo)(z — z) + ...

und dann gilt

lim f(2)(z - z) = Jim %(z ~z)
— lim g(z) _ 8(zp)
z—z9 h'(z2) h’(ZO)

Insbesondere hat f einen Pol erster Ordnung und es gilt die behauptete Aussage fiir das Residu-
um.

57 Beobachtung: Beobachtung
Hat f € M(G) in z einen Pol hochstens n-ter Ordnung und ist g die holomorphe Fortsetzung
von (z — z,)" f(z) nach z,, dann gilt

1

PN

Res f(zy) =

Beweis (9.57) Um z, ist f in eine Laurent-Reihe entwickelbar

n bj
fz) = ; Gy th@. heOB()
8(z) = (z — 20)" f(2)

=b,+ b, (z—zg)+ -+ b (z—z5)" | + h(2)
1

Res f(zp) = by = mg("_l)(zo)
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Bemerkung Fiir wesentliche Singularitéten gibt es keine ,,einfache‘ Berechnungsmoglichkeit.

9.7.1 Beispiele

1.
f@ =175
J hat Pole bei eil™: = zZy = %(1 + i), iz, —zy und —iz, und man rechnet nach, dass
20_,=Z= %(1 — i)
2
Zo 1 4
Res f(zy) = — = 7% = —(1 )
4zy 4 4\/_
Res f(izy) = —(1 —1i)
4\/_
Res f(—z() = —(1 — i)
42
Res f(—izy) = —(1 —1i)

42

2. Sei g € O(C), g(zp) # 0, zp € Cmit zy = —1,n € Nund f(z):= lgg)n, dann hat f einen
einfachen Pol bei z;, und

Res f(z,) = g(zg)l = ﬁ 8(zp)
nz

n
0

3.Seil < peR, R(z)= m Seienc = —p+ \/p?—1lundd = —p — \/p? — 1. Dann
gilt R(z) = (z_d?ﬁ und ¢, d sind Pole von R der Ordnung 2. Sei g(z): = 4z(z — d)? ist
die holomorphe Fortsetzung von (z — c)2R(z) nach c.
g2 =4z-d) 2 +4z2z-d)> (=) =4z - )21 =22z -7

g'(c) = —4(c+d)(c—d)>
1

Res R(c) = ———g@ V() = —4(c+ d)c—d) > = — L
o RE) = G0 = e+ o= = —

58 Korollar: Folgerung
Sei zy € G, g, h € O(G) und z; eine ,,a-Stelle” von g der Vielfachheit Vg, a) sowie

g'(2)
g(z)—a

f(2):= h(z)
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dann gilt
Res f(zo) = h(zy)W (g, n)

Beweis (9.58) Sei n: = Vg, a), dann ist g(z) = a + (z — z()g(z) um z, mit § € O(B.(zp)),
8(zp) #0

g n(z—zp)"§2) + (2 +20)"F (2)

gz)—a (z — 29)"(2)
=" 4 holomorphe Terme in B,(z,)
Z— 2z
zlirg (z — z) f(z) = Res f(z) = nh(z) O

9.7.2 Korollar

Als Spezialfall erhilt man:
Hat g in z, eine Nullstelle der Ordnung O(g, z,) < oo, dann hat g? einen Pol der Ordnung 1

und Res ‘%(zo) = 0(g, z)
9.7.3 Korollar
Hat g in z einen Pol der Ordnung O(g, z) und ist 2 holomorph in B,(z,) und sie fiir alle a €

C: f(2):=h(z) £'(2) , dann gilt

g(z)—a

Res f,(zq) = h(z()O(g, 2¢)

9.7.4 Anwendungen des Residuensatzes

1. Trigonometrische Integrale

59 Beobachtung: Beobachtung

Sei R: C — C eine rationale Funktion, die auf dB;(0) endlich ist. Dann gilt

2z
/ R(cos @, sin p)dp = 27 Z Res R(w)
0 weB; (0)
wobei
1

2= 2RAz+ L. Lz
RG)y=—RGGE+2),5(z=2)

Prof. Briining Bodo Graumann



Analysis I1Ib 9 Einfiihrung in die Funktionentheorie Seite 26

Beweis (9.59) Sei w = ¢'?, ¢ € [0,2x] dann gilt

1 1 . 1 1
cos¢:§(w+ E) sm(pzz—i(w—;)

e . 1 1 1.1 1.1
R(cos @, sinp)dp = — Rz(w - —), =(w— —))—dw
0 1 B, 0) 2 w 21 w w

1 ~ -
== R(w)dw =2 Res R(w)
/31(0) w)dw v Z es R(w

! weB, (0)

2. Uneigentliche Integrale
Sei G > CT UR = H U R = H und beschreibe I',: [0, 7] = H den Rand von B,(0) N H.

60 Satz:

Sei f € M(G) mit hoéchstens endlich vielen nicht-reellen Singularitdten. Wenn /_°°°o f(x)dx
existiert und lim,_,  z f(z) = 0, dann gilt:

/ ” fx)dx =2zi ) Res f(w)

weH

Beweis (9.60) Sei r geniigend groB, dann sind alle Singularititen in B, (0) enthalten und
aus dem Residuensatz folgt

/ ' f(x)dx + / f(z)dz =2z )’ Res f(w)
-r I,

weH

Dabei konnen wir abschitzen:
| / f@)dx] < zrlf,.
rr
Da hmz—mo zf(z) =0 fOIgt liInr—)oo rlfl]“r =0. Il

61 Lemma: Wachtumslemma fiir rationale Funktionen
Seien p,q € C|[z], deg p = n, deg g = m, so gibt es reelle Zahlen K, L, R > 0 so dass gilt

Kl|z|"™" < IEI < L|z|™™  Vz e C~ Bg(0)

q(z)
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62 Korollar:
Ist f= g und deg g — deg p = [ so gilt

lim zXf(z) =0 VO<k<I
Z—00

Insbesondere heif3it das fiir / > 2 die Voraussetzung fiir den Satz zur Berechnung der uneigentli-
chen Integrale erfiillt sind.

Berechnung von reellen Integralen durch Deformation des Integrationsweges Beispiels-
weise

/°° dt 1/*"" dt 1 /R dt
== = — lim
o 2+1 2/ o 241 2R ) pl+12

rd
| ¢ | <2zR
CC2+1 R2-1

-0

Wobei C’ ein Halbkreis mit Radius R ist.

Theoretische Anwendungen

63 Definition: ,,Ordnung von Null- und Polstellen meromorpher Funktionen*
Es sei f in G meromorph mit einer isolierten Polstelle in z,; und Laurent-Entwicklung

fy=Yaz-z) nez

Jjsn

Ista, = 0, so setzen wir O (f): = n. Fiir n > 0 ist z, eine Nullstelle der Vielfachheit » und fiir
n < 0ist z Polstelle der Vielfachheit —n. Ist n = 0, f also holomorph mit f(z) = w, so setzen
wir v(f, z): = O,(f — f(z)) also die Vielfachheit der w Stellen z von f.

64 Satz:

Es sei f € M(G), P(f) endlich, ¢ nullhomolog in G, P(f) Nimc = @ sowie w € C mit
£~ Y (w) endlich in G und f~'(w) Nime = @, F € O(G). Dann gilt

/(Q I dg“— Z ind,(2)0,(f)F(z) + Z v(f, z)F(z)
V(9% z€Int ecNP(f) z€f~!(w)nInt ¢

Beweis (9.64) Residuen vom Integranden existieren hochstens an den Stellen z, mit z € P(f)
oder z € f_l(w).
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Betrachten wir den ersten Fall:

f= Y az—zy  a_,#0

jz-n
'@ (=ma_(z—zp) "+ 0((z - z9)™")
f@—w  a_(z—z) "+ 0((z - z9)™)
(z - zo)_"_1 —na_, + O(z — z;)
- (z=2z¢)™ a_,+0(z—-zp)
1

= (=n+ 0(z — zy))
zZ— ZO

)(2) = Fz)(—n) = F(2)0,(f)

!

= Res(F

f—w
Der zweite Fall erfolgt analog.
65 Korollar: Folgerung

Es gelten die selben Voraussetzungen wie eben fiir w = 0 und c sei sogar einfach geschlossen.
Dann gilt

L1 O Yo 0.+ DY 0H= ) 0= N Inte)-Pf.Intc)

2z ¢ f (O z€Int ecNP(f) z€Int enf~1(0) z€Int ¢

66 Satz: Fundamentalsatz der Algebra

p€Clz] = N(f,C) =degp

Beweis (9.66) Wir bestimmen ein hinreichend groles R > 0 so dass |p(z)| > 1 fiir |z| > R.
Dann gilt

L/ p/((;)dg:N(f,Intc):N(f,C)

27i J 9B,y PO
@ _1{n+03)
p(2) 2\ 1+0,()
1 1 R
|Oz(z)| < 5 |z] > 5
= Lavro,dya+o,dy
zZ Z Z
= Lwro,ldy="4 Yo,
Z Z zZ zZ Z

——

22 bjz7/ besitzt eine Stammfunktion
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67 Definition: ,,biholomorph*
Essei f € O(G) und f: G = G':= f(G) sei bijektiv mit f_1 € O(G"). Dann heiBt f biholo-
morph.

68 Bemerkung: Anmerkung

Dann gilt: f(f~'(w)) = walso id = f'(f ' w)(f ™ w) .. ..

69 Korollar: Folgerung
Es sei f/ € O(G) und biholomorph. Ferner sei z, € G, B, (z9) C G. Dann gilt fiir w €
(B, (20)):

-1 1 f/(C)
T (w) 5 i/ago(zo)gf(o w0 ¢ (w)

Beweis (9.69) Nach dem obigen Satz ist

Iwy= 3  ind@of,2z=f"w)

z€Int enf~1(w)

70 Satz: Satz von Rouché

Es seien f,g € O(G) und ¢ ein nullhomologer und einfach geschlossener Weg in G und es
gelte

1) —-e@l<|g@ ¢feime
Dann gilt

N(g,Intc) = N(f,Intc)
Beweis (9.70)

h(z):=g(z) +1(f(z) — g(z), z€G
= h, €OG) Vt

hy=¢g hy=f
Dann gilt fiir { € im ¢

[h (D] = D] = 1/(0) — 8] >0

= N(h,,Intc) = 2%1 / Z’Egdg = 1(r)

Jedoch ist I stetig also konstant. Insbesondere ist N(f, Int ¢) = N(g, Int ¢) O
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Beweis (Fundamentalsatz der Algebra) Wir setzen f(z) = z" + an_lz”_1 +---und g(z) = 2"

Wir wissen N(g,C) = n und fiir |z| = R >> 0 folgt dann mit dem Satz von Roche N(f,C) =
N(g,C).

Anmerkung Im Satz von Roche lésst sich die geforderte Ungleichung sogar durch folgende
ersetzen:

1A = gD < 18D + £l

71 Korollar: Folgerung
Sei G D By(0), h € O(G) und h(0B;(0)) C B,(0). Dann besitzt 4 in B;(0) genau einen
Fixpunkt.

Beweis (9.71) Sei g(z) = —z, f(z) = h(z) — z, dann gilt fiir { € 0B;(0)

1A = gD = D] < gD =1

72 Satz: Fixpunktsatz von Brouwer

Ist B_;” - B_f’ stetig, dann besitzt f mindestens einen Fixpunkt.

9.8 Ubersicht
G Gebiet C C, O(G)/IM(G).

Weierstrass e Potenz-/Laurent Reihen

e Rechenregeln

o Konvergenzsitze

o (kompakte Konvergenz, lokale Beschrénktheit)

o Nutzung: explizite Reihendarstellungen, z.B. 25 = ¥, %zj
Riemann e Komplexe Differenzierbarkeit

e Cauchy-Riemannsche-Differentialgleichungen

e Rechenregeln, Biholomorphie

e Nutzung: komplexe Kurven; komplexe Differentialgleichungen

Cauchy e Satz von Morera
o Integralsatz/-formel fiir Kreisscheiben und nullhomologe Wege
e Residuensatz

e Nutzung: z.B. Gamma Funktion
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9.8.1 Ausblick

Die Funktionentheorie ist noch nicht erschopft. Beispiele:

1. Wir wissen, dass e*, z € C jeden Wert in C* unendlich oft annimmt. Ist das eine Eigen-
schaft von @(C)? Fiir Polynome gilt dies nicht (sie nehmen jeden Wert genau deg mal an).
Alle anderen Funktionen ©@* = O(C) \ C [z], die ganzen transzendenten Funktionen neh-
men nach dem Satz von Picard jeden Wert von C mit hochstens einer Ausnahme unendlich
oft an.

2. Wie verallgemeinert sich die Produktdarstellung

sin 2 f[<1-—)

Die Antwort gibt der Produktsatz von Hadamard.

3. Komplexe Mannigfaltigkeiten
der Dimension 1 =: Komplexe Kurve (reelle Flichen)
Motivation: Ein-Punkt-Kompaktifizierung von C.

Dabei ist 5% homdomorph zu C: = C U {c0}. Mit den Karten @y =idund @;:z — % €
BR(0), 0 = 0.

Ist nun f: CwHC gegeben, so heil3it sie holomorph bzw. meromorph, wenn f o ¢61 und
fe (pl_l diese Eigenschaft besitzen.

73 Definition: ,,Riemannsche Zahlenkugel

C heiBt die Riemannsche Zahlenkugel. Sie trigt eine komplexe Struktur durch O/IM(C) =
{f:E - C: fo ' € OIM(BRO)), fo 07" € (D/M(BR(O))}

74 Satz:

Uber C sind die meromorphen Funktionen gerade die rationalen Funktionen und fiir eine
meromorphe Funktion verschwindet die Summe ihrer Residuen.

9.9 komplexe Differentialgleichungen
Frage

1. Gibt es eine in C holomorphe Funktion y(z) mit

y'(z)=ay(z) a€C
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Fixiere z, € C. Man nehme an, y ist holomorph in B.(z), e > 0, y(z) # 0 fiir z € B.(z),
dann ist dort auch y’'(z) # 0 und es gilt

y'(2) _
¥(z)
< (logy(z)) = a
< log y(z) = a(z — zy) + b
=4 y(z) = ea(Z—Zo) b _ Cell(Z—Zo) = y(Zo)ea(Z_ZO)

2. Istnun y'(z) = a(z)y(z), a € O(C), z; = 0, y(z) # 0 in B,(0), log(y) € O(B(0)).
= (logy)' (z) = a(z) = Z ajzj
Jj=0

a
= logy(z) = Y ——z*1+b
g¥(z) ,»>ZOJ'+1

= y(2) = be® = y(0)eA®

3. Seia € C, gesucht ist y € O(C) mit
y'(z) +ay(z) =0
Setze v(z): = ¥'(z) und w(z): = y(z), dann ist v'(z) = —ay(z) = —aw(z) oder
(o) = (0 5) () =a(i)e
1'(2) = At(2) 1(z) = e**1(z,)
Wir setzen dazu

Az Al
e’ = -

Jj20

d . d 7 =1 .
—e**1(0) = — —A't(0) = A0
¢ 1O dzj;)j! © ;(j—l)! ©

J
=AY Z4710) = A (e*#1(0
jzzoj! (0) = A (e*%1(0))

4. Wie sieht es aus bei

Zz)’”(z) +zy'(z) + (z2 — ,uz)y(z) =0 veZ
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der Besselschen Differentialgleichung der Ordnung v?

Man verwendet einen Potenzreihenansatz:

Wz) =)y

20

Einsetzen ergibt Rekursionsformeln, die sich 16sen lassen.
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10 Gewohnliche Differentialgleichungen

10.1 Vorbereitungen: Der Systembegriff

Wir haben eine Menge X = Phasenraum oder Zustandsraum des betrachteten ,,Systems®, das
hei3t die Punkte x € X sind die moglichen Zustinde des Systems.
V.I.Arnold: Gewohnliche Differentialgleichungen

Ein Problem Man habe zwei Stiddte (A und B), die durch zwei Stra3en (I und II) verbunden
sind. Es ist bekannt: Zwei Autos konnen von A nach B fahren auf I bzw. II verbunden ein
Kabel der Léange 2/, ohne dass das Kabel reif3t.

Nun sollen zwei Gastanks mit Radius / von A nach B und gleichzeitig von B nach A
transportiert werden. Geht das?

Losung Wir betrachten den Zustandsraum der Positionen von zwei Fahrzeugen X =
[0, 11X [0, 1] 3 (xy, x,).

Jede Fahrt von 2 Fahrzeugen ist eine stetige Funktion x(7) = (x,(#), X,(¥)),(0.1]

Bei der Fahrt zweier verbundener Autos (Fahrt 1) ist x(0) = (0, 0), x(1) = (1, 1). Bei dem
Transport der Tanks (Fahrt 2) ist x(0) = (0, 1), x’(1) = (1, 0). Nach dem Zwischenwertsatz
gibt es ein x, = (xg, Xp9) = x(t;) = x'(t,). Wenn die beiden Wege durch ¢; und ¢,
beschrieben werden, so muss gelten: |c;(¢;) — ¢,(t,)| < 2I. Dort passen die Tanks also
nicht aneinander vorbei.

Das Wachstum der Bakterien Der Zustand der Bakterienkultur ist die von ihr bedeckte Fla-
che Fundes F(t + 1) = aF(?).

Das Wachstum der Bevolkerung p(t) ist die Anzahl der lebenden Individuen

p(t + 1) = p(¢) + Geburtenrate(¢)p(z) — Sterberate(?)p(t) — bp(t)2
= p'(t) = rp(t) = bp(r)?
So erhilt man durch Idealisierung das logistische Wachstum.
Absicht Wir wollen die zeitliche Entwicklung des Systems bestimmen und voraussagen.

Annahme Es gibt eine permanente Zustandsverdnderung.
&
X — X, x - ¢,(x)

Forderungen 1. ¢, = Idy (Fixierung des Zeitpunktes)
2. ¢, ist bijektiv (Determinismus)
3. ¢t1 +,2(x) = q'),l((,btz(x)) (auch Determinismus)

Das heif3t die Zustandsentwicklung (¢,),cr ist eine 1-parametrige Familie von Bijektionen.
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1 Definition: ,,dynamisches System*¢
Ein Paar (X, ¢,),cr heiBit ein dynamisches System (kontinuierlich), wenn X eine Menge und
(¢,);er €ine 1-parametrige Familie von Bijektionen ist. Dann hei3t (¢,(x)),cr der Orbit oder die

Trajektorie von X in diesem System.

Wir schriinken dies sofort ein auf
e X ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R”"
e ¢, ist eine Familie von Diffeomorphismen ¢ — ¢,(x) ist ein C*-Weg in X.

Zunichst wird es geniigen, X = R™ zu betrachten.

2 Definition: ,,erweiterter Phasenraum*
Die Menge R X X heif3t der erweiterte Phasenraum des Systems, das heil3t er enthilt die Gra-

phen der Orbits.
10.2 Gewohnliche Differentialgleichungen und Vektorfelder
Es sei M:= R"™, und der C*-Weg (1, — €,t, +€) D1~ ¢,(x) € R"

d
- &%) = X(@(1)
$i(x) = X(¢;(x))

Jede Familie von C*-Wegen wie oben erzeugt ein C*-Vektorfeld im R"™.

Frage Konnen wir aus einem Vektorfeld wieder ein dynamisches System gewinnen?
Dazu brauchen wir einen C*-Weg

. d
R>1m ¢(xp) mit ¢py(xp) = xq Ed’t(xo) = X(¢,(xp))
Wir setzen Cxy (t): = ¢,(x() und haben dann die Bedingungen Cx, (0) = xy und c;o(t) = X (ch(t)).

3 Definition: ,,Anfangswertproblem*

Diese Bedingungen heiflen das Anfangswertproblem der durch X definierten gewohnlichen
Differentialgleichung.

Beispiel Ein C*®-Vektorfeld ist X(x) = a(x) . Also haben wir zu 16sen

d
dx
-
Basis fir R

ch(O) =xy€R

¢}, (1) = aley, (1)
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1. Fall: ch(O) = Xy, a(xy) =0

= ¢, (1) = x ist die Losung

weil 0 = c)'CO(t) = a(c,, (1) = a(xy)
2. Fall: a(xy) #0

Physikerlosung:

¢, () = F' (@)

de,, (1) "o dy B
aley, 0 (r))/ / . = P (6,0

Satz: Satz 10.4

In einer Umgebung von ¢ = 0 ist die Losung des durch X definierten Anfangswertproblems
gegeben durch

¢, (= F ')

wobei

x d
rw=[ &

fiir a(xg) # 0 und ch(t) = X fiir a(xy) =

10.3 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Sei U C eqR™ offen, x, € U und A: U — R"™ ein Vektorfeld. Wir betrachten das Anfangswert-
problem

w{w%m Aley, (1)
Cx, ©0) = xg

Wir schreiben im Folgenden fiir ¢, nur c.
Frage Existiert zu A und x, € U immer eine Losung? Ist diese Losung eindeutig?

Antwort Ja, unter bestimmten Voraussetzungen

Satz: Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof
Sei U C eqR™ offen, x, € U und r € R,r > 0 so gewihlt dass B:= B,(x,) C eqU gilt.
Weiterhin sei A: U — R™ ein stetiges Vektorfeld, dass auf B einer Lipschitzbedingung geniigt.

3L > 0:Vx,y € B:|A(x) — A)| < L|x — y| (5.1

Dann existiert ein Intervall I = [—a, a] mit a = a(x,, A) > 0 und genau eine Funktion c: I — U,
die das Anfangswertproblem () lost.
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Beweis (10.5)
1. Das Anfangswertproblem (x) ist dquivalent zu einer Integralgleichung. Genauer
¢: 1 - U, c € Clund 16st(x) (10-1)

t
& c: I — Uist stetig und c erfiillte(?) = x, + / A(c(s))ds =: (Te)(t)Vt € 1
0
(10-2)

Beweis fiir ,,=* Aus (x) folgt durch Integration (Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung)

c(t) = c(0) + /t c'(s)ds
0
=X+ /tA(c(s))ds
0

und c ist stetig.

Beweis fiir ,,<*“ Da der Integrand A o ¢ stetig ist, ist Tc € C ! Ferner gilt (Te)'(t) =
A(c(?)). Wegen ¢(0) = x, erfiillt ¢ also das Anfangswertproblem ().

2. Ist a > 0 hinreichend klein, so ist die Integralgleichung dquivalent zu einer Fixpunktglei-
chung, das heiBit 10 -2 & T: M — M, ¢ — Tc hat einen Fixpunkt ¢, € M (Tc, = c,).
Hierbei ist M: = {c € CU,R™|lc = xplloo < r} fiir ein » > 0. Dabei muss gezeigt werden

a) (Tc)(¢) ist sinnvoll definiert, also c¢(¢) € UVt € I damit A(c(s)) erklirt ist.
b) Tc ist stetig und ||Tc — x|, < ralsoTc € M.

Die Fixpunktgleichung folgt dann sofort aus der Formel fiir 10 — 2.

Beweis
le(t) — xo| < |le = xpllo < rAB= B.(x() C eqU C egR"™
Also gilt (a).

Weiter ist Te € C', also insbesondere stetig.

t t t
[ Te—xp]l o, = max |/ A(c(s))ds| < max |/ |A(c(s))|ds| < max A(y)-max | [ ds| =A,-a
el J, el J, yeB el J,

Wiihle also 0 < a < . Dann gilt || Tc — x; ||, < r. Somit gilt auch (b).

3. Wir wenden schlielich den Fixpunktsatz von Banach an. In unserer Situation lautet die
Formulierung:
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Banachscher Fixpunktsatz in dieser Situation Sei (M, d) ein vollstindiger metrischer
Raum und T: M — M eine kontrahierende Abbildung, das heif3t

Jdi e (O, l)Vcl, Cy e M: d(TC] ) TC2) < Ad(cl, CZ)
Dann konvergiert die Iterationsfolge T"¢, fiir jeden Startwert ¢, € M gegen einen Fix-

punkt ¢, € M (also Tc, = c,. Ferner ist der Fixpunkt eindeutig und es gilt

n

d(c,.c,) <
) <775

d(cy, Tcyp)

M wie oben ist ein abgeschlossener Ball im Banach-Raum C(1, R™) mit Maximumsnorm,
also ist M selber vollstindig als metrischer Raum mit Metrik d(c;, ¢;) = |lc; — &5 |- Die
Kontraktivitdt der Abbildung ist noch zu zeigen.

t t
ITe; = Tey ||, = max I/ (A(cy(s5)) = A(cy(s)ds| < max I/ |A(ci(5)) — Alcy(s))|ds|
€ 0 € 0

t t
< f?&"/o Llley(s) = ex(o)lds < ey = €3l - max |/0 Lds|
— ——

=La

FirO<a< % ist A < 1, also T kontrahierend. N

Bemerkungen

1. Der Fixpunktsatz liefert ein konstruktives Verfahren zum Finden der Losung: Starte mit
der konstanten Funktion c,(f) = xq. ¢;(¢) = (Tcy)(t) = x5+ f(; A(xg)ds = xy + tA(xg).

llep — Teplloo = r?ealx [tA(xp)| = a| A(x)|

Der Fehler der n-ten Iterierten ¢,: = T" ¢, ist somit

A" (aL)"
d(CO, TCO) < 1 —al

leu(®) = (D] < le, — el <

< al Al

Beispiel Ax = x,U = R", x(0) = 0. Dann erhdlt man c,(¢) = x,(1+7+ %tz +-) =e'xg
durch Iteration.

2. Auf die Einschrinkung 0 < a < % des Existenzintervalls I = [—a, a] kann verzichtet
werden, durch eine gewichtete Maximumsnorm. Die andere Bedingung 0 <a < - ist in
jedem Fall notig.
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6 Definition: ,,Integralkurve*
Ein C*-Weg c: (a,b) > M mit —oo < a < 0 < b < oo heiit Integralkurve des Vektorfelds

X € ©(M) durch ¢(0) = ¢ € M, wenn gilt ¢’ (¢) = dc(1) [%] = X(c(?)) und ¢(0) = ¢.
In lokalen Koordinaten x1, ..., x,, € U, gilt
c(t) = (cl(t), ,cm(t)) , C=X;eocC

m
0
X@=Y X3 | a€U, X eC™U)
i=1

Dann erhilt das Anfangswertproblem die Form

9

i

=Y, X(c)=

on i=l Xilew)
S c/(t) = X;(c(®) ¢;(0)=x;(p) =1x;9

) = (c|(®)....cp®) ET, (M= /(1)
i=1

7 Definition: ,,Losung des Anfangswertproblems
c(t) heifit Losung des Anfangswertproblems

() =X(@c@®), XeC®R"R™
c(0) = x

in (a, b).
Warnung Integralkurven haben eine eindeutig bestimmte Parametrisierung.
Frage Wie verhalten sich die Integralkurven im Grof3en?

Beispiel m=1, X(x):=1+ x2
Zur Integration benutzen wir Satz 10.4 fiir x, € R

x(t) d t
Y - ds mit x(t5) = xg
X 142 t
0 0

= arctan x(f) =1 — fy + arctan x, =:7 — «

>x@) =tan(t—a) |t—al < %

Beispiel 2 x'(¢) = sgn x(1)4/|x(?)|
Also ist mit x(t) auch x(—t) eine Losung!
Es ist zu beachten, dass F(x) = sgnxy/|x| in x = 0 weder differenzierbar noch Lipschitz-

stetig. (lediglich Holder-stetig mit dem Exponenten %, das heifit | f(x) — f(y)| < C|x — y|%)
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Betrachte zunichst x, > 0 also auch x > 0. Dort haben wir

X d t
2 [T [Tas=i-1y
X0 2\/; Iy
r—1,

=2(vVx = yX) & V() = \/xg + —

t—15\2
& x(t) = <\/x_0+ TO> = x(ty) = X,

Nun gibt es unendlich viele Losungen durch x, = 0, obwohl F stetig ist! (Sie sind zuerst konstant
und folgen dann einer Parabel nach oben oder unten)

8 Lemma: Hilfssatz
Sei c eine Integralkurve von X durch p, definiertin (a, b)) und ¢; € (a, b). Dannistt — c(t;+t) €
M eine Integralkurve von X durch c(t|) definiert fiira < t; +t<b o a—1t; <t <b—1,.

9 Satz:
Zu jedem p € M existiert eine maximale Integralkurve

cp:(ap,bp) - M, —-0< a, < 0< bp <o
derart, dass fiir jede Integralkurve c: (a, b) > M gilt a,<absb, und ¢ = cpl(a, b).

Beweis (10.9) Wir miissen eine Halbordnung auf der Menge (c;, I) mit einer Integralkurve c¢;
durch p auf I = (a, b) finden. Es sei

c.D<(cp.DeIcT

Hieristc;|I = ¢; wegen Eindeutigkeit. Sei (¢, I) ¢ eine Kette in der Menge der Integralkurven.
Dann ist (¢; , I ) eine obere Schranke, wenn wir setzen

Ioo:=UI=(ap’bp)’ —ooSap<0<bp§oo
IeJ

tel e () =ci(t), tel

10 Definition: ,,Vollstandigkeit‘

X € (M) heil3t vollstandig, wenn a, = —oo, b, = firallep e M.

p

Bemerkung Nicht alle Vektorfelder sind vollstindig!

11 Lemma: Hilfssatz
Wenn M kompakt ist, dann ist jedes Vektorfeld vollstandig.
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Bemerkung Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten sind Vektorfelder restringiert. Zum Beispiel
gibt es auf S 2 kein Vektorfeld X mit X (p) # OVp € S?, wohl aber auf S?"*!. Eine interes-
sante Frage ist: wieviele linear unabhéngige Vektorfelder # 0 gibt es denn dann?

12 Definition: ,, ¢
Fiir ein Vektorfeld X € (M) definieren wir fiir t € R

D;,: {p eEM:te (ap,bp)}
@ (p):= c,(1)

13 Satz: Hauptsatz iiber Integralkurven
Sei X € ©(M)

1. Zup € M gibtes € = £, > 0 und eine offene Umgebung U, so, dass die Abbildung
(—e,e) X Up S (t,q) — cq(t) eEM
wohldefiniert und C*.
2. D, ist offen und ¢,: D, - M ist ein Diffeomorphismus (auf sein Bild).
3. dom¢, ¢, := {p €D, ¢, € D,l} C D 4,

Im Allgemeinen gilt hier nicht Gleichheit, wohl aber, wenn ¢, > 0.

Bemerkung Wenn X vollstidndig ist, so gilt D, = M fiir alle ¢, ¢, ist ein Diffeomorphismus
von M und ¢, ¢, =, 4,

14 Definition: ,,Fluss‘
Die Familie (¢,: D, = M), heif3t der (lokale) Fluss des Vektorfelds X .

Allgemeinere Differentialgleichung

c'(t) = F (t,0(t)) telcl,
FeClxU), Iy=(ab)>t,
xo € UCR"

o heiit globale Losung wenn I = I,.

Reduktion auf den autonomen Fall "a—f =0.
Wir fiihren ein neues Problem ein:

5(t)=(t,0() €U = IxU
&'(t)=(1,6'(1) = (1, F(t, 6(1))) = (1, Flo(t))) = F(5(1))
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Also folgt die Existenz und Eindeutigkeit aus dem Ergebnis im autonomen Fall.

CHIxU):={f:IxU - R" f(-,x) € C'(D), f(t,-) € CKU)} > C"**(Ix U)

Co'~(IxUy:={fecUxU:
f(¢, -)Lipschitz mit lokal gleichméBiger Konstante in ¢ und x}

Differentialgleichungen hoherer Ordnung

" (t) = Ft,0(1),6' (1), ...,c" V(1)
tel,o: - R"
FeC (Ix@®R™"1)

Wir fiihren ein

o(1)
=] ° 0
")
dann ist
o' (1)
&'(t) = o (1) = F(t,6(s)
- F(t,6(1))

5(19) = %, € (R™"!

10.4 Differentialgleichungen erster Ordnung

15 Lemma: Ungleichung von Gronwall
Sei I C R ein Intervall, 1y € I, a, f,y € C(I,R ), so dass

0<o() <a@®+ I/tﬂ(S)G(S)dSI
Ty
Dann folgt

o) < a(t) + |/ta(s)/3(s)e|/; Aodul g
)

Prof. Briining Bodo Graumann



Analysis I1Ib 10 Gewohnliche Differentialgleichungen Seite 43

Beweis (10.15) Wir setzen

o(t): = / t B(s)o(s)ds = &(ty) =0
Ty

") = oM Bosl _ = sen(i=to) [ As)ds
t
= 0 <6'(1) = pt)o(t) < p(t)a(r) + ﬂ(f)l/ B(s)o(s)ds| = af(t) + p®)|6()|
T

= 0 < y(1)5' (1) < afy(r) + ft)e TS PO s (1 — 1) / ' Bs)o(s)ds
ty

= afy®) —y' (N6

% (r()6' (1)) — apy() <O

= Y(5(0) < / afy(s)ds

=

16 Satz:

Es sei I C R ein offenes Intervall, U D R™ offen, F € CO’I_(I X U, R™). Dann besitzt das
Anfangswertproblem

eine eindeutig bestimmte maximale Losung
O-(’o’Xo): (afo’xo’ bt()sxo) - R
wobei

lim mind(o, (1), 0u), |o(t)| ™' =0

t_)b’()vxo_

und analog fiir a; . .

Beweis (10.16) Im wesentlichen wie beim Hauptsatz fiir Integralkurven.
Was ist denn im allgemeineren Fall F € C(I X U). Wir wissen, dass Eindeutigkeit nicht mehr
gegeben ist (Beispiel y' = 4/|y|). Gilt Existenz?

17 Satz:
Es sei F € C(IXU), (ty, xo) € IxU und a, b > 0s0,dass M, , := [ty — a, 1y + a] X By(x,) C
I xU.Gilt dann

sup |F(t,x)| =M

M 10X

und ist @: = min {a, %}, so besitzt das Anfangswertproblem eine Losung in [to —a,ty+ a] .
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Beweis (10.17) Grundidee: konstruiere approximierende Losungen o,,: [to —a,ty+ a] - R"
mit o, (ty) = xound |6, (H)—F(t,0,(1))| < %fiirt € [zj_l, zj] wobei [IO —a,ty+ a] = Ujvzl [zj_l, zj]
fiir eine Zerlegung. (o,) werden Konstruiert (nach Euler) induktiv durch ¢,(¢) = o(z )+ =
Zj_y )F(zj_1 , tn(zj_l ), t € (zj_1s zj). o, ist bei geeigneter Wahl der Z; eine approximierende Fol-
ge. Wenn (o,,) eine in C( [IO —a,ty+ a] , By(x,)) konvergente Teilfolge besitzt, dann konvergiert
sie gegen eine Losung des Anfangswertproblems. Die Folge (o,,) ist in [’o —a,ty+ a] X By(xg)
gleichgradig stetig = Arzela-Ascoli ist anwendbar.

Bemerkung (10.16) stammt von Picard & Lindelof (fithrte zum Fixpunktsatz)
(10.17) stammt von G. Peano, @hnlich bei Cauchy

Bemerkung Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

o'(n) = Ao(t) + b(t) = F(1,y(1))
= |1, 06(1)| < |ADIle(D] + [6(MN] = a®)|o(D)] + [b(D)]

18 Satz:
Die Losung des Anfangswertproblems fiir F: I X U - R™ mit

| F(, x)| < B(D)]o(D)] + alr)
wo a, f € C(I,R,), existiert fiir alle t € I, das heilt das Anfangswertproblem ist global 16sbar.

10.5 Lineare Differentialgleichungen
Eine Lineare Differentialgleichung ist von der Form
x' () = A@®)x(t) + b(¥)
tel,xoeUcCR"
A: It LR™),A e CU, LR™M)
be CU,R™)

Nach Satz 10.18 ist das Anfangswertproblem Iosbar in I x V, wenn I C I, V C V und beide
beschrinkt sind. Das Anfangswertproblem heifit homogen wenn b = 0 andernfalls inhomogen.

19 Lemma: Hilfssatz

Es sei t, fest und das Anfangswertproblem in I global 16sbar. Dann bezeichne x(z, x,)) die
Losung des Anfangswertproblems mit x(f,, x;) = x,. So bilden die Losungen des homogenen
Anfangswertproblems mit Anfangswert bei 7, einen R-Vektorraum und die Abbildungen

R™ 3 xy — x(-,xg) € A

ist ein linearer Isomorphismus.
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Beweis (10.19) Wir betrachten die Losungen x(:, x,) und x(:, x;) und bilden
W)= Agx(t, xq) + Ay x(t, x;)
Dann gilt, wegen der Linearitit von A:
V' (1) = AgA0)x(1, xp) + A A@DX(t, x) = A@D)y()
y(to) = AOXO + ﬂl.xl
= y(t) = x(t, Agxg + A1x1) = Agx(#, xo) + A;x(2, x1)

wegen der eindeutigen Losbarkeit. Die Abbildung x, = x(-, x) ist also linear und surjektiv, sie
ist aber auch injektiv, denn x, = 0 = x(-,0) = 0 wegen der Eindeutigkeit.

Anmerkung Wir kénnen immer U = R™ annehmen.
Wir kénnen also m Losungen x; = x(-, ;) finden, x,; € R™ linear unabhéngig. Dann bilden
wir die Matrix

xp () e X (0)
X = (xp,....%,) @ = ... . .
X1p@® o X (D)
Also gilt
X'(1) = ADX(@®), X(tg) = (X100 Xom)

das heiflit X(r) 1ost die lineare Matrixgleichung.

20 Definition: ,,Fundamentalmatrix*

X(?) heiBit eine Fundamentalmatrix zum linearen Anfangswertproblem. Ist fiir ein 7y X(z,) =
I'gn, soheifit X = X, eine Hauptfundamentalmatrix bei 7.

Ubung Ist X eine Fundamentalmatrix und X i, eine Hauptfundamentalmatrix, so gibt es C €
L(R™) mit X(r) = X(t) = X, C (C= X(19)).

Ist X(¢) eine Losung des Matrixanfangswertproblems, so heifit WAr): = det X(¢) die Wronski-
Determinante von X(t) bzw. des Losungssystems x;(¥), -+, x,,,(t). Da X(¢) = X ,O(I)X (t,) folgt
auch

WA1) = det X, (1) det X (1)

Um die Wronski-Determinante auszurechnen, leiten wir ab:

d - /
2 det(x, (1), -+ X, (1) = ,Zf det (x; (1), -+, X)), -+, %, (1)

= )" det (x, (1), -+, AW (0), -+ , X, (1)
j=1
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Ist A € L(E) wobei E ein R-Vektorraum endlicher Dimension ist und (e ; )‘;:TE

transformiert A vermoge

eine Basis, dann

dim E

Aej = Z Ajkek
k=1

Dann ist die Spur unabhingig von der Wahl der Basis.

1. Fall (x,,--,x,,) sind linear unabhéngig
& (xg1, =+ » X,,) sind linear unabhingig
< det C # 0. Dann folgt:

d m
o det (xy, -+ x,) (1) = ,kz:ﬂ det (x; (1), -+, A (DX, (1), X, (1))

= Y A0 det (x, (1), -+ . x,(1) = Tr A@OYWAD)
=1

Also gilt
W’(t) =Tr A(tH)W(¥) = W(1) = I/I/(Z‘O)e/’tf) Tr A(s)ds
2. Fall Ist C = X(#,) nicht invertierbar, so gilt W(z;) = 0 = W(1) = det X, (det C=0

21 Satz: Satz von Liouville
Fiir jede Losungsmatrix X (¢) gilt obige Formel.

22 Lemma: Hilfssatz

Ist y eine beliebige Losung der inhomogenen Gleichung und x eine beliebige Losung der ho-
mogenen Gleichung, so ist x 4+ y eine Losung der inhomogenen Gleichung.

23 Korollar:
Das Anfangswertproblem der inhomogenen Gleichung wird geldst durch

W2, xo) = y(t,0) + x(2, xq)

Wie finden wir eine Partikuldrlosung?
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Ansatz
¥(t,0) = B(n)z(r), z(0)=0
= y'(t,0) = B'(1)z(t) + Bz’ (t) = Ay(t,0) + b(t)
= A()B(1)z(t) + b(1)
= BzZ'(t) = (AB(t) — B'(1)) z(t) + b(1)
z'(t)= B~'(t) (AB(t) — B'(t)) z(t) + B~'b(1)

Giinstig wire AB(f) = B’(¢). Dies definiert ein Fundamentalsystem und Hauptfundamentalsys-
tem. Also sollten wir setzen

B() = X, (1)
Dann wir

2 (1) = X, ()7 b(2)

2(1) = z(ty) + / I X, (s b(s)ds
Ty
¥(t,0) = B(1)z(t,0) = X, (1) / t X, ()" b(s)ds
Ty

= / t X, (0X, ()7 b(s)ds
Ty

24 Satz:

Die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems ist gegeben durch die Losungen x(z, x,)
des homogenen Anfangswertproblems durch

t
y(t, xo) = x(t, x) + / X, (0X, ()7 b(s)ds
)

Beweis (10.24) X to(t) ist invertierbar fiir alle ¢z, also ist das Integral wohldefiniert. Ferner gilt

% / tXro(ﬂXzo(S)‘lb(S)ds = X, (DX, (7 bnr) + / tA(I)X,O(I)X;O(S)_lb(s)ds
) o

= b(t) + A(t)y(t,0) = y'(2,0)

25 Korollar:
Wir setzen

U, s):= X, (DX, ()™
Dann gilt
U, t) = Igm, Uz, s))U(sq, 50) = U(t, 5,)
und U(t, s) = X(1) X (s)~! fiir jedes Fundamentalsystem des Anfangswertproblem.
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Beweis (10.25) Ist X ein Fundamentalsystem, so gilt X(#) = X ,O(t)X (1), also

XOX(s)™' = X, OXW)X(t) "' X, (97" = X, )X, (5)"' = UG, )

Erginzung zu Niherungslosungen Betrachte das Anfangswertproblem (x): x"(¢) = F(t, x(1)),
x(ty) = xo mit F € C(I1,U) und U C R™ offen.

26 Definition: ,,Niherungslosung*
_TE cCUIW,Jel, Vc U, V offen heifit e-Nédherungslosung, falls es eine Zerlegung (¢;) von
J =:1a, b] gibt, sodass

7' (@) — Fit, 7))l < €
Bemerkung x ist eine e-Nédherungslosung fiir jedes € > 0.

27 Satz:

Esseient; ¢;-Naherungslosungen des Anfangswertproblems () in [a, b] C I,t, € I.Ferner

sei F in x gleichmifig Lipschitz-stetig, das heif3t
AL:Vt e I,x,,x, € U ||F(t,x;) — F(t,x,)|| < L||x; — x,||
Dann gilt fiirt € 1

Iz1(®) — I < (g1 + &)t = to|6’L|I_I°|
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Beweis (10.27) Fiir r € I sei oBdA ¢t > t,. Dann gibt es eine Zerlegung (¢;) von [to, t] mit
Tt 1) € Cl(t,._l,t,.), 7, € C [ty 1y]. Dann gilt

7,(1) — (1) = rl(to) — 1,(t) + 2 / (z](s) — 7}(s)) ds
N g
= Z/ ((Tl’(s) — F(s, Tl(s))) - (Tz’(s) — F(s, Tz(S)))> ds
j=1<1-1
N 1
+> / (F(s, 7,(s)) = F(s,75(s))) ds
=1 J1t

N 1
e LIOEENOIEDD) <<el ety — 1, )+ / L||71(S)—T2(S)||d5>
j=1

t
< (e, + el — 1o +L/ I74(5) = o(s) s
t
0!(1)=050(|f—’0|)=(51 + &)t — 1] p) =L

= () <a(t) + / P(s)o(s)ds

Gronwall

= o(f) < a(t) + / a(s)f(s)els Pwdugg

)

dabei ist o monoton wachsend

= o) < a(?) <1 + /t ﬁ(s)efj ﬂ(u)du)
)
= a(;) <1 " /t _ief;ﬁ(u)duds>
f ds

t
= a(r)elo "

Wenn wir nur Stetigkeit haben, konnen wir eine Ndherungslosung konstruieren durch das Eu-
lersche Polygonzugverfahren.

Vorbemerkungen: Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
x" (1) + a, (X' (1) + ag(t)x(t) = b(2)
x,(1) = x| (1) x,(t) = x(1)
x5(1) = —ay()xy(t) — ag()x (1) + b(1)

N x,(1) / _ 0 1 ~
x'(r) = (xz(t)> = <—a0 _al> x(t) + b(r)
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Um die Formel zur Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung benutzen zu kon-
nen, miissen wir zuerst die Losungen des homogenen Anfangswertproblems finden. Dabei sind
die Spalten der Hauptfundamentalbasis eine Basis der Losungen der homogenen Gleichung

x' () = A@®x(t)

Beispiele
1. Sei A(t) = A (Konstante Koeffizienten), dann ist

X, (1) = e

t
= x(t) = ey, + / eU=94p(s)ds
)

2. Zur Losung der homogenen Gleichung mit variablen Koeffizienten konnen wir wie folgt
eine Approximation bei ¢, konstruieren. Es sei x eine Losung des Anfangswertproblems
X'(1) = A(ty)x(1), x(ty) = x(t,). Dann gilt

X' =%'(1) = (x =%)'@) = AD)x () — A(tp)x(1)
= A(tp) (x — X)(0) +(A(1) — A(19))x(7)
W %f—/
x(®) b(t)
Dann folgt
(x=%)(t) = / t =AM (A(s) — A(ty))(x — X)(s)ds+ / t =940 (A(s) — A(ty))x(s)ds
Ty

To

28 Satz: Prinzip von Duhamel

Wir setzen induktiv

t
xO(r) = =04 D) = xM(1) + / =94 (A(s) — A(t))x " (s)ds

)

Dann gilt

sup [|(x — x"D)@)|| < < / " llAw] | ACs) — A(ro)nds) sup [|(x = x™)@)|

ted 1y eJ

Anwendung Essei X € C (R™,R™), so dass X vollstidndig ist. Dann ist der Fluss (¢,),cg €ine
Familie von C'-Diffeomorphismen des R™. Es sei nun U offen und beschrinkt, gefragt wird nach
der Anderung von

/ dx; A Ndx,, = 1)
@,(U)
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29 Satz: Satz von Liouville

4 W) = / div X(x)dx
dt @,(U)

Beweis (10.29) Wir haben

Wt) = / dx; A ANdx,, = / @/ (dvolgn) = / det (D, @,(x))dx
@(U) — ——— U U

dUO[Rm

V(@) = / 9 det (D, @, (x))dx
y ot
= / det (D, (x))dx = / det (D, X(¢,(x)))dx
U U
= / det (DX)(@,(x)) e D, @,(x)dx
U

Das heilit mit Y,(x): = D, ¢@,(x) gilt

Y/ (x) = DX(p,(x)Y,(x)

= det Y,(x) = e/ TTPX@0D gty (x)

Also gilt
% det Y,(x) = Tr DX(¢,(x)) det Y,(x)

0X,
Tr DX(¢p,(x)) = Tr <a—((,0t(x))>
Xj
10X, ,
= ) —(9,(x)) = div X o 9,(x)
= ox;

= V() = / div X o @,(x) det (D¢, (x))dx
U

= / div X(x)dx
(PI(U)

Anwendung: Hamilton-Vektorfelder Wir nehmen R”=>" = R” @ R” 5 (g, p) und setzen

= dp; Adg;

n

Jj=1
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Fiir H € C*(R?") definieren wir ein Vektorfeld X g - das zu H und o gehorige Vektorfeld -
durch

0

n
oH oH
a)[XH’Y] =dH[Y]=Z <Y$+Yja—qj>

j=1 j

n
= Z (Xp, Y= Xp,Y))
=1

o0H 0H
= A= gy N =gy,
J J

=>H=Z<0H ) aHa>

= dq; op;  Op; 9q;

= divX, =0

10.6 Lineare autonome Differentialgleichungen

Quelle: H.Amann, III. 12
Wir betrachten K € {R,C}, A € L(E), E ein endlich-dimensionaler K-Banachraum und die
Differentialgleichung

x(t) = Ax(?)

Wir sehen, dass das Vektorfeld f: x — Ax glatt ist und erzeugt also einen globalen Fluss ¢ auf
E.

(p(t’ x()) = u(t’ O)XO
und u(¢, 0) ist die Losung des Anfangswertproblems
x(t) = Ax(t), x(0)=1=idg (10-3)

Dies ist dquivalent zu der Integralgleichung

x(t)y=1+ /t Ax(s)ds = I+ A/tx(s)ds
0 0
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Die naheliegende Iteration lautet

t
Xl(t)=I+A/ x(s)ds =1+ At
0

2
Xo(t) = T+ 1A+ %AQ

Xn(t) = zn: ﬁAk

k=0 "
Diese Reihe konvergiert auf jedem kompakten Intervall in R.
Bemerkung Wenn E nicht endlich dimensional ist, muss der Operator beschrénkt sein.

Somit ist ¢4 € L(E) fiir alle t € R, insbesondere stetig wegen der absoluten Konvergenz auf
kompakten Intervallen. Der Grenziibergang der Iteration ergibt

t
ult) =1+ / Au(s)ds
0
die eindeutige Losung das Anfangswertproblem 10 — 3 ist.

30 Satz:
Fiir jedes A € L(E) ist die Abbildung u: R — L(E),t ~ ¢'4 ein glatter Gruppenhomomor-

phismus von (R, +) in GL(E), das heil3t u(t + s) = u(?)u(s).

Beweis (10.30) Wir haben fiir die globale Losung des Anfangswertproblems
x(1) = Ax, x(ty) = x
u(l, to, XO) = l/l(t - to, 0, XO) Vt, tO (S R, X0 e E

Also gilt
u(t, s)x = u(ts,0)x
> u(t,s) =u(t—s,0)=u(t—s)
= u(u(s) = u(t,0u(s,0) = u(t + s, s)u(s,0) = u(t + 5,0) = u(t + )

Weiter ist

u(—u(t) = I = u(t)u(—t)
= (etA)—l — A
= w®)™" = u(-1)

Also ist u ein Gruppenhomomorphismus. Die Glattheit folgt mit vollstindiger Induktion mit der
Differentialgleichung.
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Bemerkungen

1. Sei A € L(E), dann gilt

0A _ L e(l+s)A tA sA

e =e e

¢t e GL(E), (1) '=e

A A ppth = oAy
dt

leA]] < eliAl

2. Fiir den globalen Fluss ¢ gilt

o, x)=ex VieRx€eE

3. FirA € L(E),b e C(J, E), J C R offen ist die globale Losung des Anfangswertproblems
gegeben durch

t
x(t, g, xo) = eT0Ax, + / eU=94p(s)ds
)

nach dem Prinzip der Variation der Konstanten.

31 Satz: Rechenregeln fiir exp
Seien A, B € L(E)

1. Falls AB = BA dann gilt

AeB = eBA A ATE = e4eB
2. Falls B € GL(FE) dann gilt
eBAB™' _ poApl

Beweis (10.31) Wir betrachten die zugehorigen Differentialgleichungen und sehen, dass sie
gleich sind.

Basiswechsel/Losungsformel x = Ax geht iiber zu y = BAB~'y mit y = Bx mit Fundamen-

. _1 —
talmatrix eBA8 1 = BeA' B!,

Ist A€ L(E)und E = @;;1 E;, sowie die E; invariant unter A so sagt man die Zerlegung
. k
von E zerlegt Ain Q_, A;.

32 Lemma:
Sei A € L(E)und E = @f: | E; dann wird A durch P E zerlegt genau dann, wenn

AP, = P,A V|
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Korollar Wenn A durch @ E,, zerlegt wird, dann zerlegt @ E; auch ¢’ A,

Fortan sei K = C, A € L(E) und 4, --- A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A
sowie my, -+ m ) die algebraischen Vielfachheiten.

Die Menge der Eigenwerte von A heifit ,,Spektrum* ¢(A) = {A,-}. Es gilt

A€oc(A) & ker(A—-A)#0
Sim(A-A)€eE

Wir haben A;, X: = E; die Eigenrdume zu den Eigenwerten 4; und setzen
N:= (A- Dy

die Nilpotente zum Eigenwert A. Also N" = 0.
Insbesondere X = P;_, X, sodass

1. N(X,) Cc X,
2. Jedes X, besitzt eine Basis {uk’l, U g } mit

Nuk’l = 0
Nuy 1 = Uy, VO<r<g

Das heif3t beziiglich der Basis { uk’r} hat A;|y, die Form einer Jordanmatrix
A1 0
' . € CI>¥x
0 A
D;_; X zerlegt N, damit A; also auch e = @ e,

Nkuk’r=uk,,n fir 1<r<gn0<n<r-1

N, =0 VI<r<g

Sei

9
Xk3x=2aruk’r a;eC
r=1
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Dann ist

ey = etA|ka — et/letNx

dk

o0
tn
SO
n! ’
n=0

r=1

dk r—1

A Z Z "
_ t
=e a, muk,r—n

r=1 n=0 """
= elt(xluk’l

+e’1ta2 (uk’z + tuk’l)

2
at !
+e" a3 (ukﬁ + tuk72 + Eu’d)

+ ...

33 Satz:

Sei K = C, A € L(E), E ein endlich dimensionaler C-Banachraum und {4, -, 4, } die Ei-
genwerte von A mit den Vielfachheiten m;. Dann gibt es genau m; linear unabhéngige Losungen
der Gleichung

x = Ax (33.1)
von der Form
xj,s(t) = e’lf’pj,s_l(t), teR, 1<s< m;

wobei p; ,.(t) Polynome vom Grad < r sind mit Koeffizienten in E. Alle diese Losungen bilden
das Fundamentalsystem zu 33.1.
Falls A halbeinfach ist (d.h. diagonalisierbar), dann ist das Fundamentalsystem gegeben durch

{eMy )l <s<m,1<j<k}

mit linear unabhéngigen Vektoren y; ; € E.
Erinnerung Die geometrische Vielfachheit von 4; ist die Dimension des Kerns A — 4.

Sei K=R
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34 Definition: ,,Komplexifizierung*
Die Komplexifizierung E¢ von E sei

Ec:=E@QIiEX EXE
a+ibe Ec «(a,b)e EXE
(x,0)i:=(0,x)

lzllg.:= (ax |x cos @ + ysin @]

(EC, Il Ec) ist ein C-Banachraum der Dimension dimg(E¢) = dimp (E).

35 Definition: ,,Komplexifizierung der Matrix*
Die Komplexifizierung A von A sei gegeben durch

Ac(x,y):= Ax +iAy

A ist ein Endomorphismus, das heiit || A¢|| Eo) = 1Al L(k)-

Bemerkung

(A" = (A)¢
( etA)C — etAC
Das gesuchte reelle Fundamentalsystem bekommen wir durch die Zerlegung des komplexen
Fundamentalsystem in Real- und Imaginérteil. Die Losungen sind von der Form
X0 =eM'p, ()
Es sei
A

e = e (coswt +isinwt), A=a+iw

36 Satz:
Sei K =R, A € L(E), dimg(E) < oo und u eine Losung der Gleichung

X = Ax
Dann ist u eine Linearkombination von Funktionen der Form
atke® cos wt, bt*e® sinwt, a,be E,k €0, -, ma+iw)—1

zu den Eigenwerten a + iw von Ag, @ > 0.
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37 Satz: Stabilitatskriterium
Sei A € L(E), dann gilt:

lim ¢ = 0 < Re(4) < OVA € 6(A)

t—o0
das heiBt lim,_, , u(¢) = O fiir alle Losungen u der Gleichung x = Ax.
Beweis (10.37) Sei K = R.

(etA)C — etAC
M:=max {|x|, |y|} < lIx+iyll <2M

(e’A)C S0t 50
Es reicht also K = C zu betrachten.
Riickrichtung Sei Red <0 VA € o(A), dann ist u eine Linearkombination von
"eMy, yeE, i€ o(A)
Dann ist

t—00
|tnet1y| — tnetRe(/l)lyl 50

Hinrichtung Sei Re(4) > O fiirein A € 6(A). Dann ist u(z): = e”ly, y € Ker (A — 1),y # Oeine
Losung von x = Ax, x € E. Dann ist

lim ley| = |y lim eRet £
Beobachtung: ¢4 — 0 < u(f) - OVu.

Korollar Sei A € L(FE) dann gilt

Re(4) < OVA € 6(A) © Vu:u = Au,u # 0: tlim lu(?)| = o0
——00

Korollar Fiir jede Losung von x = Ax, x € E gilt

tlim lu(t)| = o0 © Re(4) > OVA € 6(A)

Erinnerung Fiir lineare Differentialgleichungen erster Ordnung erhalten wir eine wunderbare
Losungsformel. Jedoch brauchen wir dafiir ein Fundamentalsystem der homogenen Differential-
gleichung. Im Fall von konstantem Koeffizienten ist dies durch e’~"04 méglich. Dazu muss man
bis auf Spezialfille die Jordan-Normalform berechnen.

Prof. Briining Bodo Graumann



Analysis I1Ib 10 Gewohnliche Differentialgleichungen

Seite 59

38 Definition: ,,Eigenraume**

E;:=ker (A—Al,)
hei3t der geometrische und

E;:= U ker (a - /11,,)”
peN

der algebraische Eigenrdume zum Eigenwert A von A.

Dabei ist
1. AE, CE,
2. E;NE,={0}firA#u

Also reicht es A;: = A|E, zu betrachten.

Ay=M+A-A = N;"=0
N,

= ' = '1d eV

Polynom vom Grad m,;—1

Qualitative Theorie Aussagen, die ohne explizite Rechnungen gepriift werden kénnen.

Stabilitiit Konvergieren alle Losungen x(¢) fiir t - oco?

Im Fall der linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten gilt dies bei spec A C

{Re z < 0} und wir erhalten eine Abschitzung:

X(t) = O(el max Re itdim E-1

Abwesenheit von Stabilitit wird populistisch als ,,Chaostheorie* bezeichnet. Dabei wirken sich
kleine Ausgangsfehler eventuell massiv liber die Zeit auf die Abweichung der berechenbaren

Losung aus.
Es kann auch sein, dass andere Kenngrofien Stabilitéit bringen.

39 Definition: ,,Halbeinfach*
Essei A € L(CV), A; € spec A.
A heif3it halbeinfach (engl. semisimple) genau dann wenn

E,=E, o N,=0s A|E, = Al

A heif3t halbeinfach genau dann wenn alle Eigenwerte halbeinfach sind. Die ist das selbe wie

Diagonalisierbarkeit.
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40 Satz: Beschriinktheitssatz

Es sei die Differentialgleichung x'(f) = Ax(t) gegeben, A € L(C"). Die folgenden Bedin-
gungen sind dquivalent.

1. W,_)oo |x(#)| < oo fiir alle Losungen der Differentialgleichung

2. a) spec A C {Rez <0}
b) ist A € spec A, Re A = 0, dann ist A halbeinfach.

Beweis (10.40) Losungen sind Linearkombinationen der Funktionen

{e’”tj,/l especA,j=0,- ,ﬁj — 1}

10.7 Zur klassischen Mechanik

Wir betrachten Systeme, die charakterisiert sind durch g € U C 4., R™. (Das heifit, m Freiheits-
grade besitzt) g beschreibt die ,,Konfiguration®. Der Phasenraum benétigt auch die Geschwindig-
keiten 4. (Dies entspricht ¢’ bei ¢ = q(¢).) Das System wird beschrieben durch 2 ZustandsgréBen

1. die kinetische Energie (Bewegung) 1z, q, §)
2. die potentielle Energie (Lage) U(¢, q)

Die Bewegung erfolgt nach dem Prinzip der kleinsten Wirkung (Maupertuis, Euler, Hamilton).
Die Bewegung des Systems von q; = q(t,) nach g, = q(t,) erfolgt so, dass das Integral (die
Aktion / Energie)

I
/ (T-U) @ q),q))dt =:5(t1,15,9)

stationidr wird unter allen stiickweise C'-Wegen von q; nach g, in der Zeit [tl, 12]. (Stationér
bedeutet, dass die Ableitung nach g verschwindet.) — Variationsrechnung.
Dies ist genau dann der Fall, wenn g die Euler-Lagrange-Gleichung 16st:

d (oL _oT-U)
dr \ 9¢ oq

Héufig ist T von der speziellen Form

m

T.q.0)= 3 Y a,u(t.a0), 0,0

Jk=1

wobei

A(t,q) = (a;;(t,q)) € LR™)
A(t,q)" = A(t,q) positiv definit
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das heift spec A(z, q¢) C (0, 00).
Weiterhin ist oft auch A unabhiéngig von f und g und man nimmt ebenso an, dass U nicht von

t abhéngt, das heil3t

m

1 ol .
0 =3 X audjde=' 3 L Adj Virdy >0
Jk= J=

In diesem Fall ist

0o(T-U
( ap'_) = D, (T(¢) - U@) = (4,4;)
d oL .. oL
EE = (ﬁj j) = g = —gradU(q)
oder
. ou
m;g;(1) = _O_qj(q)

Wichtigstes Beispiel Das N-Korper-Problem von I.Newton (1683), als Modell fiir das Son-

nensystem.
m; ist dann die Masse des punktformigen Planeten mit Schwerpunkt ¢; € R} geR¥N. U

entsteht aus dem Gravitationsgesetz (R. Hook). Fiir N = 2 ist also
m;m,

Ulg),q) =—r7——

la1 — 4l

y = 1 nach Wahl der Koordinaten oder Einheiten.

oU 9 )
—(q1,qp) = —mimy— (lq; — |
aql 1> 42 1 20‘]1( 1 2 )

1 _3
=-—mm, (‘5 (lg; — 6]2|2> 2)(‘11 - q3)
mm, 4y —4q
lg; — C12|2 l9; — g2l

1
2

mm, 4, —{q

lg; — 1% lg1 — a2l

d : .
E(quj) =mq,(t) =

(I1¢¢12

Zum parameterabhiingigen Anfangswertproblem

1
/ f’(x+s((x+h)—x))ds=lf(x+x+h—x)—lf(x)
0 h h

_ fx+h) = f(X)
B h
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Seien E, F endlich-dimensionale reelle Banachriume, A C F offen, D C E offenund J C R
ein offenes Intervall. Wir betrachten die Differentialgleichung

x(t) = f(t,x, A), x(ty) = xg

und definieren D(f, A) als den Definitionsbereich der Losung des Anfangswertproblems.
Sei f e C*'(Jx (D x A), E). (Also stetig in J und stetig differenzierbar in D X A).
Annahme: Die Losung des Anfangswertproblems u: D(f, A) — D, t — u(t) differenzierbar
und

D(f, A) = {(t,19, X0, Alt € J(19, x0, 1) }

u sei differenzierbar nach (7, x(, 1) und
ou
E(tv t()7 x()’ i) = f(t’ u(t7 t()7 x()’ ﬁ)’ A) (10_4)

Dann konnen wir nach 7, ableiten:

0 du 0
——(t,ty, X0, A) = — f(t,u(t, ty, x4, A), A
6t0 01‘( 0> X0 ) 6t0f( u( 0> X0 ), A)

af du
= E(L u(ta t()’ xOv i)7 A) = a_lo(t’ IO’ x07 A)

=y(t,t,X0,A)
d
= EY(I’ tO, x()’ )') = y(t’ t()’ Xo, A)
AuBerdem ist

0 0
2 Uty g, %0, A) = Lxp =0
atou(o 0> X0- 4) o0

ou ou
= E(IO’ t07 x()7 i) + a_to(t()a t07 x()’ A)

= f(t()9 u(t()’ t07 x()a A’)’ A) + y(t()v t()7 xO’ ﬁ)
———
=X
= Y(tg, tgs Xg, A) = = f(t, X, A)
Also

0
y= a—iy, ¥(tg) = —f(tg, x0, 1) (10-5)

Dies ist also ein neues Anfangswertproblem fiir ¢, in £ mit y = gT”. Analog fiir x, in L(E):
0

. _of .
zZ= EZ’ z(ty) = idg (10-6)

und fiir Ain L(E, F):
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41 Satz:

Sei f € C¥'(J x (D x A), E), dann ist u € C'(D(f, A), D) und die partiellen Ableitungen
sind die Losungen der Anfangswertprobleme 10 — 5, 10 — 6 und 10 — 7. AuBlerdem existieren
»Zemischte Ableitungen®

0* 0*
— U= —U
otot,  Otyot

(analog fiir x, und A) und sind stetig.
Beweis (10.41)
1. Wenn Teil 1 gezeigt ist, dann seien
ui=(tg, xg, A)
A= Lt
b(t, p): = %(1, )

Dau € C(D(f, A), D) sind A(t, u) € L(E) und b(¢t, u) € L(E) stetig in (¢, ). Damit sind
die Anfangswertprobleme gerade

y = A, wy, ¥(ty) = —f(u)
z = A(t, u)z, z(ty) = idg
w = A(t, Ww + b(t, p), w(ty) =0

in endlich-dimensionale Banachriumen. Also existieren eindeutige Losungen, die in allen
Variablen stetig sind und weil (¢, xy, 1) = f(tg, X, A) stetig differenzierbar ist, folgt die
Behauptung.

2. ,,Ubergang zum erweiterten Anfangswertproblem*

=gt z) mit g=(f,0)€ C*(UIx(DxA),EXF
2(ty) = (x> A)

Das heil3t oBdA konnen wir annehmen, dass A = @.

3. Sei (2,1, xg) € D(f) und sei € > 0 so dass

{1.19} X B.(x¢) C D(/)
U(t, to, XO, h) = u(t, to, xO + h) - u(t, to, XO)

1
B(t, 14, xqg, h): = / D, f(2,u(t, ty, xo) — sv(t, ty, xq, h))ds, h € B,(x)
0
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OBJdA sei € so klein, sodass

u+sv € B.(xg) Vsel[0,1]
Betrachten wir nun

%U(t, tgs Xg, h) = %u(r, 1o, Xg + h) — %u(l, 1y, Xg)

= f(t,u(t, 1y, xq + h)) — f(t,u(t, 1y, xq)) = B(t, 1y, xq, B)V(L, tg, X, )
Es gilt

v(tg, 1y, Xg, h) = u(ty, tg, xo + h) — u(ty, ty, xg) = xg+h—xy = h
Das heil3t v(, ¢, x(, h) ist die Losung des Anfangswertproblems in E

v = B(t,1y, xg, h)V, vty =h

AuBerdem ist B(t, ¢, x, h) € L(E). Somit konnen wir folgendes Anfangswertproblem in
L(E) betrachten

¢ = B(t, to, xO, h)c, C(to) == ldE (10'8)

Dieses hat die eindeutige Losung c(t,1y, xo, h) € L(E), und t — c(t, 1y, xq, h)h ist eine
Losung des vorherigen Anfangswertproblems. Dessen Losung ist jedoch v. Also gilt

c(t,ty, xo, Wh = v(t, 1y, X, h)

Damit ist dann
lu(t, 19, xo + h) — u(t, 1y, xo) — c(t, 1y, X, 0| < |A|gle(t, 1y, X, B) — (2, 1y, X0, O)| (k)
=o(|h|g)

Also ist xy = u(t, ty, xg) stetig differenzierbar. Insbesondere gilt

DSU(t, to, XO) = C(t, to, X0 0)
t— D3u(t, to, xO) 16st 10-8

und wegen B(t, 1y, xo, h) = D, f(t, 1y, xq) = A(t, p) auch 10 — 6.
4. Fir betragsmiBig geniigend kleine s, € R sei

LU(t, to, xO, So): = u(t, to + So, xO) - u(t, to, XO)

1
D(l, ZO’ X0 So) = / sz(t, u(t, to, XO) - SU(I, to, X0 SO))dS
0

0
= — = Dw
ow
=> LU(I(), to, X0 So) = u(to, IO + S0» XO) + X0

1
ou
=5 + </O‘ E(to + S0S, to + S0 XO)dS = Sof(t, XO) + r(to, X0 SO)SO

1
= 50f(tg, X0) + / S, xg) — f(t + 550, u(tg + 580, fo + So» Xo)ds
0
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Also 16st w das Anfangswertproblem in E

Zz = DZ, Z(to)f - Sof(to, xO) + r(to, X0 So)

Dies entspricht wieder einem eindeutig Losbaren Anfangswertproblem in L(E) und wir
erhalten

DZf(ta u(tv tOv xO)) = A(t()7 /’l)

und somit ist D,u die Losung des Anfangswertproblems 10 — 5.

42 Korollar:

Sei M ein lokal kompakter metrischer Raum und f € C(JX DX AX M, E) stetig differenzierbar
inxy € Dund A € A, dannist u € C(D(f, A X M), D) stetig differenzierbarin x, € D, 1 € A
und 7, € J und die partiellen Ableitungen sind Losungen der Anfangswertprobleme 10 — 5,
10 — 6 und 10 — 7. Die gemischten Ableitungen existieren wie oben und sind stetig.

Mechanik Ein System wird beschrieben durch R" D 4., U 2 (ql, ST qm), das heif3t es besitzt
m Freiheitsgrade. Die Bewegung ist die Zeitentwicklung des Systems und beschrieben durch die
Lagrangefunktion L(¢, ¢(), 4(¢)) = (T — U)(t, q(¢), 4(t)) geméal der Gleichung

doL _ oL
dt 0  dq

Anwendung auf das Planetensystem:

Das Zweikorper-Problem in einem Zentralfeld Wir betrachten 2 Massenpunkte xg, xp € R3
mit xg # Xg.

mpXp(t) = ymgm (X5 = xp)()
EXE E Sle_xs|3(t)
mgXg(t) = ymgm (xp = x5)0)
sXs E Sle T
. B )
= (xE - XS)(t) = y(ms + mE)M
x5 = xgP®)
X(t) m X(t)
—m = —
xOF  1x)? 1x0)]
AuBerdem folgt
1 .e ..
mETmS(mExE +mgXg)(1) =0
y(): = (mpxp + msx)(®) Schworpunkt

mE+mS
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Der Schwerpunkt beschreibt eine Gerade und ist unbeschleunigt. Damit kann die absolute Be-
wegung von x ¢ und x bestimmt werden. Es geniigt x(f) zu berechnen.
Leichte Verallgemeinerung:

m  x(1) m
= d "

e ~ () e
wegen grad (U(|x|)) = U'(|x])

x
| x|
Also betrachten wir
X(t) = —grad, U(r), Ue€ C*®((0,))
Dann heifit X = grad, U ein Zentralfeld genau dann, wenn

X € C®(R™,R™), Xo0 = XVO € O(m)

1. Schritt Energieerhaltung

(1) = U’(r(r))f(r)

. . — 77! <x7x(t)>_il . 2__1

(0. £(0) = ~U' ()= = LRI = =L U5
d (1, _

& £ (SO +U(x@D) =0

%rl +2U(r) = E, = (T+ U)(t, q(1), 4(2))

2. Schritt Drehimpulserhaltung
Wir betrachten das Vektorprodukt in R>:

% (mx(t) X x(t)) = mx(t) X x(t) +mx(t) X X(t)
=0

= mx(t) X (-U'(r)) )

r(t)
= mx(t) X x(t) =: Mey

Das heiBt die Bewegung findet tatsichlich im R? « {0} statt, mit der Basis ¢, e, = Je,. Wobei
J die positive Drehung um 7 ist.
Polarkoordinaten in (r, ¢) in (R?)* festgelegt durch
x(r, ) = r(cos ¢pe; + sin ¢e,)
X
e = m, e, = Je,x(1) = re,

X =re.+ré,
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Wir schreiben

e, = cos ¢p(t)e; + sin ¢p(t)e,

= ¢é,(t) = —sin @()p(t)e; + cos ¢(t)<f>(t)e2
= (1) (—sin g(1)e; + cos (1)e;)

= ¢(t)J(sin (1) Je; + cos P(t)e;)

= ¢(1)Je, = ¢(t)e,

Also wird

oder

mx(t) X %(t) = mre, (1) X (Fe,(t) + rgre (1))
= mr2d>(t)e, X e¢(t) = mr2<i)(t)e3 =:mMes

rzq'ﬁ(t) =M Drehimpuls

Wir setzen M # 0 voraus, damit nicht der Kollisionsfall eintritt. Deswegen ist auch ¢(¢) # O fiir
alle . Somit konnen wir lokal die von x(#) tiberstrichene Flédche in der Zeit [tl , t2] schreiben als

d(t,) r(¢) d(1,) 2
Sty 1) = / ( / rdr> d = / AC
¢y \Jo gy 2

r(p@)*
2

= £50y.1) = b = Sr@y’$(0)

Also wird

hog M
S(t,t)=/ =S, Hdt = =—(t, — t;)
1:%2 " dt 1 2 2 1

43 Satz: 2. Keplersches Gesetz
In gleichen Zeiten iiberstreicht der Fahrstrahl (x(#)) gleiche Flidchen.

Die Bewegungsgleichung in Polarkoordinaten Wir hatten

Prof.

x(t) = re (1) + r(be¢(t)

= X(t) = e, (t) + ré, (1) + Fye (1) + ropes(1) + repé 4(1)

=Fe, + quSed, + rqb'ed, — rq52er

= (i‘ - r<]52) e+ (2}"(]5 + rqb) €p

= =U'(r)e,(t)

2

0= (F=—rd* +U' (") e, + Qi + rleyr’p = M = rd’ = M_3
R
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Also
2
0=#-— M- +U'(r)
/3
0=2ip+rd
Wir schreiben

M2 0 M\ _ 0
===V =—o (U(r)+ ﬁ) ==,V

Dies heif3t effektives Potential. Es folgt

oW(r)
Fr=— r
or
d [ _
E (5 + V(r)> =0
2
rT(t) +Vr() = E, =" E,

(1) = £ 2(Ey — V(r(1)))

/ / dr
dt = + _—
V2(Ey - V()

Wenn die Bewegung nicht periodische ist, dann liegt der Orbit dichtin B, . (0).

Zur Bestimmung einer perdiodischen Bewegung stellen wir den Winkel zwischen zwei kon-

sekutiven Punkten |x(¢,)| = r,;, (Perizentrum) und |x(¢,)| = r

brauchen wir %, dann:

* - /rmax Z_d)d(‘b _ /rmax f(;(r))dqs _ /rmax M dr
r r r r Tmin r2 V 2(EO - I/(r))

min min

Also ist die Bahn geschlossen, wenn % e Q.

Prof. Briining Bodo Graumann

(Apozentrum) fest. Dazu



	Einführung in die Funktionentheorie
	komplexe Kurvenintegrale
	komplexes Kurvenintegral
	Eigenschaften des Kurvenintegrals

	der Cauchysche Integralsatz
	Cauchysche Integralformel für Kreisscheiben
	von Landau
	Entwicklungssatz
	Erweiterte Cauchysche Integralformel
	Fortsetzbarkeit
	Diskretheit
	Riemannscher Fortsetzungssatz

	Anwendung / Beispiele
	Fundamentalsatz der Algebra
	Die Cauchy-Abschätzungen für die Koeffizienten einer Potenzreihe
	Satz von Liouville

	Diskussion des Entwicklungssatzes
	über Reihenprodukte, N.H. Abel
	Bestimmung des Konvergenzradius
	Hadamards Lückensatz
	Entwicklungssatz

	Die fundamentalen Eigenschaften holomorpher Funktionen
	Hauptsatz
	Identitätssatz
	Folgerung
	Folgerung
	Folgerung
	Menge aller holomorphen Funktionen
	Eine Verschärfung der Cauchy-Abschätzung
	Satz von Gutzmer
	Maximumprinzip
	Die Konvergenzsätze von Weierstraß
	lokal gleichmäßige Konvergenz
	kompakte Konvergenz
	Satz von Weierstraß
	Doppelreihensatz von Weierstraß
	gleichgradige Stetigkeit
	Satz von Arzela-Ascoli
	Satz von Montel
	Satz von Stone-Weierstraß
	Satz von Vitali
	Singularitäten am Rande des Konvergenzkreises
	Satz von Runge

	Meromorphe Funktionen und der Residuenkalkül
	isolierte Singularität
	Hilfssatz
	Satz von Casorati-Weierstraß
	Pol, wesentliche Singularität einer Funktion
	Meromorphie
	Cauchys Integralformel für Kreisringe
	Die Laurent-Entwicklung
	9.60
	Indexfunktion
	Eigenschaften von ind c
	Das Äußere und Innere einer Kurve
	Der allgemeine Integralsatz
	Nullhomologie
	einfach geschlossene Wege
	Jordanscher Kurvensatz
	Residuum
	Residuensatz

	Berechnungsregeln des Residuums
	Hilfssatz
	Regel (Beobachtung)
	Beobachtung
	Beispiele
	Folgerung
	Korollar
	Korollar
	Anwendungen des Residuensatzes
	Beobachtung
	Wachtumslemma für rationale Funktionen
	Ordnung von Null- und Polstellen meromorpher Funktionen
	Folgerung
	Fundamentalsatz der Algebra
	biholomorph
	Anmerkung
	Folgerung
	Satz von Rouché
	Folgerung
	Fixpunktsatz von Brouwer

	Übersicht
	Ausblick
	Riemannsche Zahlenkugel

	komplexe Differentialgleichungen

	Gewöhnliche Differentialgleichungen
	Vorbereitungen: Der Systembegriff
	dynamisches System
	erweiterter Phasenraum

	Gewöhnliche Differentialgleichungen und Vektorfelder
	Anfangswertproblem
	Satz 10.4

	Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz
	Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelöf
	Integralkurve
	Lösung des Anfangswertproblems
	Hilfssatz
	Vollständigkeit
	Hilfssatz
	Hauptsatz über Integralkurven
	Fluss

	Differentialgleichungen erster Ordnung
	Ungleichung von Grönwall

	Lineare Differentialgleichungen
	Hilfssatz
	Fundamentalmatrix
	Satz von Liouville
	Hilfssatz
	Näherungslösung
	Prinzip von Duhamel
	Satz von Liouville

	Lineare autonome Differentialgleichungen
	Rechenregeln für exp
	Komplexifizierung
	Komplexifizierung der Matrix
	Stabilitätskriterium
	Eigenräume
	Halbeinfach
	Beschränktheitssatz

	Zur klassischen Mechanik
	2. Keplersches Gesetz



